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Exercice 1 : On note E = R3[X] 'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférieur
ou égal a 3 et F' le sous espace vectoriel Ro[X] des polynémes de degré inférieur ou égal & 2. Pour
(P,Q) € E? on pose
2
#(P.Q) = ) P)QG) = P(-1)Q(=1) + P0)Q() + P()Q(1) + P(2)Q(2)
i=—1
a) Vérifier que ¢(1, X +2) = 10 et que p(X, X?) = 8.
b) Montrer que 'application ¢ est un produit scalaire sur F.
¢) Orhonormaliser la base canonique {1, X, X?} du sous espace vectoriel F.
d) Calculer le projeté orthogonal du polynéme P = X3 sur F et la distance de P & F.

Exercice 2 : On munit l'espace R* du produit scalaire usuel avec {e1,e2,e3} la base orhonormale
canonique. On considere f ’endomorphisme dont la matrice est

1 —2 6 —3
-3 2 6

a) Justifier que I'endomorphisme f est diagonalisable.
b) Calculer les valeurs propres de f et donner une base orthonormale de vecteurs propres.
c¢) Montrer que I’endomorphisme f est un automorphisme orthogonal. Interpréter géométriquement f.

Exercice 3 : Soient F un espace euclidien de dimension n > 2 et f un endomorphisme de E. On
désigne par f* l’adjoint de f.
1. Rappeler la définition de f* et justifier 'existence et 'unicité en dimension finie.
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2. Montrer que ker f* = (Imf) eh Imf* = (ker f) "

3. Soit F' un sous espace vectoriel de E. Montrer que F est stable par f si et seulement si son
supplémentaire orthogonal F'* est stable par f*.

4. Dans cette question on suppose Vz € E, || f(z)| < ||z||
(a) Montrer que || f*(z)|| < ||lz||-

(b) soit a € E quelconque. Montrer que f(a) = a si et seulement si f*(a) = a.

(c) Montrer que E = ker(f —Id) @ Im(f — Id).
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