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Algebre 1

Examen

Question de cours.

(1) Soient y: A - B un homomorphisme d’anneaux et J un idéal bilatére de B. Montrer que
@ 1T} est un idéal bilatere de A.

2) Soient ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux surjectif et [ un idéal bilatére de A.

@ ]

Montrer que () est un idéal bilatére de B.

(3) Déterminer un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B et un idéal bilatére I de A tels que
@(J) ne soit pas un idéal bilatére de B.

(4) Solent v : A — B un homomorphisme d’anneaux et 7 un idéal bilatere de A tel que
I C Ker(y). Montrer qu'il existe un unique homomorphisme 4 : A4/1 — B tel que
w=1homotumw:A— A/l est la projection canonique.

Exercice 1. Soit A un annean commutatif. On appelle caractéristique de A et on note x{A)
l'ordre de 14 dans (A, +) s’il est fini et 0 s'il est infini. Posons n = x(A4) et supposons que n > 0.

(1} Montrer que n % = 04 pour tout =z € A.
(2) Montrer qu'il existe un homomorphisme pu: Z — A tel que Ker{u) = nZ.

(3) Montrer que, si A est intégre, alors » est un nombre premier.

Exercice 2. Soient n > 1 et p1,...,py n nombres premiers denx a deux distinets. On note P
l'ensemble des nombres a € Z qui sont premiers & p; pour tout 1 € {1,...,n}. Soit A ={f |a €
Zetbe P} CQ. :

{1) Montrer que A est un sous-annean de Q.
(2) Déterminer 'ensemble U/(A) des éléments inversibles de A.

3) Soient a1,..., 0, € Net u=p3"---p%. Soit J, = {2 | a € vZ et b € P}. Montrer que
3 n A
Jy est Vidéal de A engendré par u.

Exercice 3. Posons Fo = Z/2Z.

(1) Déterminer les polynomes irréductibles dans Fa[X| de degré 4.

(2) Montrer que X4 —3X% — 2X? + 2X + 1 est irréductible dans Z[X].
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