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Examen d'Algébre 2 Session 1 -

Exercice 1 (Questions de cours) :
1. Soient H et ¢ deux groupes. Donner une définition d’'une structure de produit semi-direct H x,, Q.
2. Soit G un groupe fini qui agit sur un ensemble X.
(2) Soit z un élément de X. Rappeler les définitions du stabilisateur G et de orbite Ofz).
(b) Montrer que Pindice [G : Gy] du stabilisateur G est égal au nombre d'éléments de orbite O{z).
(c) Soient z et y deux éléments de X tels que O(x) = Oy}, Montrer que les stabilisateurs G, et G, sont conjugués.
3. Soit A un anneau intdgre et @ un élément de A non nul.
(a) Donner les définitions de a est irréductible dans A et de a est premier dans A.
(b) On suppose que I'anneau A est principal. Montrer Véquivalence enire o est irréductible dans A ot o est premier
dans A.
Exercice 2 : Soit ¢ un groupe. Pour tout g € G, on note ¢, P'automorphisme de G dans lui-méme défini par ¢, (z) = gzg~*.
On note Int(G) = {y,, g€ G}
1. Démontrer que Int(G) est un sous-groupe normal de Aut(G).
2. Soit ¢ : G — Int(G) défini par p(g) = 4. Démontrer que  est un morphisme de groupe. QQuel est son noyau ?
3. En déduire que G/Z(G) est isomorphe & Int(G).
Exercice 3 : Un groupe @ est dit métacycligue s'il admet un sous-groupe normal N qui est cyclique et tel que G/N est
aussi cyclique. Si tel est le cas on précise alors G est N—métacyclique .

1. Soit = > 2 un entier et Dy, = (7, 8} le groupe diédral d’ordre 2n.

(a} Quels sont les sous groupes normaux de Dy ?
(b) En déduire que D,, est métacyclique.
2. Soit G un groupe N —métacyclique et H un sous groupe de G.
(a) Soit |, la restriction & H de la projection canonique 7 : G — G/N.
i. Montrer que le noyau de |, est égal & H N N, qu’il est normal dans H et cyclique,
ii. Déduire que H est métacyclique.
(b) Soit H <G tel que H C Z(G) et G/H est cyclique. Montrer que G est abélien.

(c) Soit p un entier naturel premier et G un groupe d’ordre p*. Montrer que (7 est abélien.

Exercice 4 : Soit d € N un nombre impair sans facteur carré avec d > 5. Soit
Z[ivd] = {a+ bivd € Cla,b € Z}.

Montrer que = Z[iv/d] est un anneau intégre

Soit N(a + iv/d) = o 4 db®. Montrer que N(z:22) = N(z1)V(22)-

Déterminer les unités de 'anmeau A.

Montrer que 2 est irréductible dans A.

Déterminer si 2 est premier dans A. (Indication : Caleuler d’abord(1 +iv/d)(1 — ivd).)
6. L’anneau = Z[iv/d] est-il principal 7
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Exercice 5 : On considére I'anneau Z[i] des entiers de GauB et f : Z[i] — Z/10Z tel que pour tout a +ib € Z[i] on a
fla+1ib) = a+ 3b.

1. Montrer que f est un morphisme d’anneaux.

2. Montrer que le morphisme f est surjectif.

3. Montrer que ker £ est 1'idéal engendré par 1+ 3¢ de Z{i]. On pourra utiliser 10 = (1+3i){1 - 3{) et i —3 = (14 3i).
4. En déduire que les anneaux Z[i)/(1 + 3t} et Z/10Z sont isomorphes.
5

. Est ce que 1'élément 1 + 3i est premier dans Z[i|?
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