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Aucun document n’est autorisé€. Justifier vos affirmations.
Une attention particuliére sera portée 2 Ia rédaction.

Exercice 1. On considere la fonction 2z-périodique définie par f(x) = x pour x € [0,2x7][.

1a.

1
1b. Utiliser I’égalité de Parseval pour établir que » 2=

Calculer les coefficients de Fourier f(n),n € Z;
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n>1

Exercice 2. On considere la suite de fonctions positives continues (p, )nen+ définie par

Pn(x) = ca(1 _xz)nx[—l,l](x)a

oll ¢, est un nombre réel positif tel que f pa(x)dx=1,n2>1

2a.

2b.
2c.

2d.

2e.

1
Pour n € N*, considérer I'intégrale fo x(1—x*)" dx et montrer que ¢, <n+ 1.
Pour tout 0 < 8 < 1, montrer que li dx=0.
u que lim {lx]>6}pn(x) x
Soit f: R — R une fonction continue & support compact. Montrer que la suite de fonctions
( fn)nen» définie par .
b)) = [ fle=n)pale) de

converge uniformément sur R vers f.

Si de plus f est & support daos Uintervalle [—1/2,1/2], vérifier que les fonctions f, sont
polynomiales sur {—1/2,1/2].

En déduire le théoreme de Weierstrass : Soit g une fonction continue sur un segment [, b),
alors g est limite uniforme sur [a, b| de fonctions potynomiales.

Indication : Considérer un prolongement de g en une fonction continue définie sur R & support
dans [a—1,b+1].
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Exercice 3. Soient H un espace de Hilbert complexe séparable et (ex)rew une base hilbertienne de H.
On considére une forme linéaire continue £: H —» C et on définit les nombres complexes o := £(ey),
ke N.

3a. Montrer que pour tout # € N ona %o | 0> < ||£]|*. (Considérer v, = ¥ 7_o Cke.)

3b. En déduire que $ ren 0ger définit un élément de H que Fon notera v.

3c. Montrer que pour tout x € H on a £(x) = (x,v).
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3d. Erablir que ||¢|| = (ZkeN|afc]2) / .

3e. Existe-t-il une forme linéaire continue L: H — C telle que L{eg) =

j=H
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Exercice 4. Soit f =¥;_, ;).
4a. Calculer la transformée de Fourier de f.
4b. Déterminer la transformée de Fourier-Plancherel de 1a fonction définie presgue partout par

sin(t)

gt) = =+




