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Notations. Ou désigne par A la mesure de Lebesgue sur R et Ay la mesure de Lebesgue sur RZ

EXERCICE 1. Soit f : B, — R une fonction intégrable par rapport A. Etablir les égalités suivantes en justifiant
I'existence de chaque intégrale et les passages a la limite :
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EXERCICE 2. Solent g : R} x Ry — R définie par g{t, z) = Q::ti_—' et, pour x > 0, G(z) = / gli. z) dA(L).
R+

1. Etablir pourtout ¢« > 0onal—e ™ <u.

[

Montrer que G est définie et continue sur RY .

(Indication : on pourra utiliser la question 1 et étudicr successivement lescas 0 <a<r<letl <a<b< +oo)
3. En justifiant vos propos, montrer que (¢ est %' et calculer sa dérivée.

4. En déduire la valeur de G.

EXERCICE 3. Les questions 1 et 2 peuvent étre traitées indépendamment 1’une de Pautre.

On considere le triangle T = {{z,y) e R?: 0 <y < 2 < 1} et on pose [ = f T dAg(z, ¥).
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1. {a) Au moyen d’un théoréme du cours que Fon précisera, montrer que /1 = — ———>dA(z) puis
LBy z

que I e Ry,
{b) Donner le développement en série entiére de z — In(l — z?) au voisinage de 0, en précisant le rayon
de convergence.
{c} En utilisant un théoréme du cours que on précisera, exprimer Z iz en fonction de 7.
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2. Onnote § = {(4,1) € ]D; 323[ xR:0<t<h(6)} ot hest la fonction définie par

¥

h(f) =tané - ]l]
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Remarque : sur |0; 2 [, h(8) = min { tan &;tan (T — )}
{a) Donner nne représentation graphique de S.
{b) Soit Papplication ¢ définie sur }{J; g[ x RZ par
w(0,t) = (sind + tcos 0, sind — tcosB).
Montrer que ¢ réalise un ¥ 1-diffécomorphisme de § sur T.
Pour cela, on pourra utiliser les étapes suivantes :
i. Montrer que ¢ est injective:
ii. Montrer que (5) € T
(Indication : on pourra utiliser, aprés Paveir démonirée, la relation tan (i - %) = 1::’—:‘;‘”) :
iii. Soit (z,y} € T Calculer (4,1) € ]0; 2 [ x Ry tel que (6,¢) = (x,y) puis montrer que (¢,1) € 5;
iv. Conclure.

(c) Au moyen du changement de variable (z.y) = (4,1}, montrer que J = I3.
s 1
3. En déduire la valeur de Z 2
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