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1.3 Analyse Numérique (2018/19)
Session 2 (24 juin 2019)

Temps : 3h00
. {Décomposition LU) [4 points}

Etant données les matrices (symétriques définies positives) :

5 -1 0 0
5 -1 0
me (27N a1l T2 1) a2 o9
1 g 0 -1 2 -1
0 -1 2 0 0 -1 2

i) Donner la décomposition LU de chaque matrice Na, Az et Ay. [2 points]
ii} Proposer la forme des matrices L, et U, de la décomposition LU de la matrice FAWR

2 Li=j
(An)ig =4 -1 ,Ji—j|=1

[1 point}
iii} Démontrer, pour tout n entier naturel, que ’on a bien la décomposition A,, = LUy
proposée. Est-elle unique 7 Justifier votre réponse. [1 point]

. {Normes matricielles induites et rayon spectral) [7 points]

Etant donnée A € M,(R) et une norme || - || sur R® (comme espaces linéaires sur C) :
i) Définir la norme matricielle induite || - || sur My, (R) (sur le corps C). {1 point]

ii) Définir le rayon spectral p(A) de A. [1 point]

iii) Pour la norme du point i), montrer (noter que cette norme est prise sur C)

p(A) < |IA]l .

[2 points]

iv) Donner un example de norme || - || sur M (R) et de matrice A € Mn(R) telles que
p{A) > [|A]|. Est-elle cette norme une norme matricielle? Justifier. [1 point]

v) Si A est symétrique, prouver (& partir de la définition de la norme || - ||2)

p(4) = ||All2,
ot || - |2 est la norme matricielle induite en M,(R) & partir de la norme euclidienne

en R® (cest & dire ||z|]2 = (z? + ... +:L',2,,)%,V:c € R™). [2 points]

. (Valeurs propres) [3 points]
i) Enoncer et démontrer le théoréme des cercles de Gershgorine. [2 points]
il) Etant donnée la matrice

OO = o
o I I e T
«, OO O
o e OO

vérifier le théoréme de cercles de Gershgorine et l'illustrer en esquissant une figare.
[1 point] ‘
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4. (Méthodes itératives) {3 points]
Soient A et P € M,(R) matrices inversibles. Soit la suite définie par

:1:(0) =g
) — Bk o o

avec B=I, — P lAet c= P b

i) Enoncer la condition nécessaire et suffisante, en termes du rayon spectral p(B}, pour
la convergence zF) — A~1b. [1 point]

ii) Soit ||-|| la norme matricielle induite associée & une norme || - || sur R™. 8i 'erreur aun
pas k est défini par e®) = z(®) — 2 montrer que si ||B|| < 1 et k satisfait

. (Bl ) — N In(10)

In{}| B]]) ’

alors ||e®|| < 107V, {2 points]

5. (Systémes non-linéaires) [3 points]
i) Enoncer le théoréme de Newton-Raphson dans R™. {1.5 points]
ii) Ecrire une méthode de Newton-Raphson pour le systéme :

2% — 32y’ =0
3+ 3yz2 =0 °

en écrivant la condition nécessaire sur () et y{*) pour définir P’itération & chaque
pas. [1.5 points]




