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Examen - UE LM5C - Calcul intégral - Durée : trois heures

EXERCICE 1. Scit F un ensemble quelconque.
1. Rappeler la définition d’une tribu £ sur E. Donner deux exemples de tribus sur E.
2. Montrer que si (£;);er est une famille de tribus sur E alors [;.; & est une tribu sur E.

3. Soit C une famille de parties de E. Donner la définition de la tribu ¢(C) sur E engendrée par C et
justifier son existence.

4., Soit X un autre ensemble et f: X — E une application.
(a) Montrer que si £ est une tribu sur E alors f~1(£) = {f~'(B) : B € £} est une tribu sur X.
(b) Montrer que si A est une tribu sur X, alors M = {B € P(E) : f~!(B) € A} est une tribu sur E.
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EXERCICE 2.  On munit R de la mesure de Lebesgue A et R? de la mesure de Lebesgue Aa = A @ .
1. Montrer que la fonction définie presque partout par v — Lﬂ,&% est A-intégrable sur R,..

In{u) _ In{z) o
fﬁ dA\(u) = A) = TG
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2. Montrer que

3. En utilisant un théoréme du cours dont on rappellera 1’énoncé précis, montrer que
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4. Soient @ le quart de plan défini par @ = {(x,y) € R? : £ > 0, y > 0} et f la fonction définie sur Q par

1

few = T

En caleulant J = / f(, ) dAa(x, y) de deux fagons, montrer que
Q

2

(8) J = 5

(b) J=2 fR ;u;’-(:*i)-l-d)\(u).
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EXERCICE 3. On munit [0; 1} de la mesure de Lebesgue A. Soit f une fonetion définie presque partout sur
[0,1} & valeurs dans R. On suppose que f est intégrable sur {0;1] (on rappelle que puisque f est intégrable

sur {0;1], f est finie presque partout). On suppose aussi que f posséde une limite L en 1 qui est finie et non
nulle. Pour n € N, on pose

L= fm IO,

1. Justifier 'existence de I, pour tout n € N.

2. Rappeler V'énoncé précis du théoréme de convergence dominée.
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3. Montrer en utilisant le théoréme de convergence dominée que le IL,=0.
n oo
4. On suppose dans cette question uniquement que f est de classe C! sur [0; 1]. Au moyen d’une intégration
par parties, montrer gue

L
Iy ~ — lorsque n — +o00.
T

5. Pour n € N, on note g, la fonction définie presque partout sur [0; 1] par gn(z) = nz™f(x).
{a) Montrer que pour presque tout = € [0;1], lim g,(z) = 0.
ReI00
{b) On suppose qu'il existe une fonction intégrable positive g définie presque partout sur [0; 1} telle
que pour presque tout x € [0; 1], |ga{z)] < g{z). Que peut-on alors dire de le nl, 7 Justifier.
n—oc
(¢) En vous basant sur le résultat de la question 4, montrer que ’hypothése de la question 5(b} n’est
pas valable en général.
6. Montrer qu'il existe o €]0; 1f tel que pour tout z € [a; 1], |f(z}| < 2|L|.

7. En déduire, an moyen du changement de variable « = ™ puis du théoréme de convergence dominée

que
lim nx™ f(z)dA(z) = L.
Jm, [ @ e
8. En utilisant le théoréme de convergence dominée, déterminer lim nx™ f(z) dA(x).

n—34+00 [O;Q]

9. En déduire que le résultat de la question 4 est encore vrai méme si f n'est pas de classe C'.
P
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ExErcice 4. Calculer I = / e dr.
R




