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Notations. On désigne par A la mesure de Lebesgue sur R et A4 la mesure de Lebesgue sur R.

Vous rédigerez les exercices 1 et 2 sur une feuille, les exercices 3 et 4 sur une autre.

Exercice 1.  Soit g une mesure o-finie sur un espace mesurable (X, &}, ot f : X — R, une fonction
mesurable positive. On mumit X x R, de la tribu produit & @ B(R,) et de la mesure produit 2 ® A et on
considére H = {{z,8) € X x B, : f(z) > t}.

1. Justifier que H € & @ #B(R,.).

2. En atilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, démontrer que

/ fdu= / ,u({a: €X: f(z)> t}) dA(t)  (indication : on caleulera {u ® A)(H) de deux fagons).
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EXERCICE 2. On considére la fonction f définie par : f(z) = ] ? e = dA(t)
Ry

1. Vérifier que f est bien définie et continfiment dérivable sur R} .

2. Donner la limite de f en +co.

3. Donner la. dérivée de f sous forme d’une intégrale puis calculer cette intégrale.

4. En déduire une expression simple de f (on pensera 4 utiliser la question 2), et déterminer alulfb flx).

Rappel. Vous rédigerez les exercices 1 et 2 sur une feunille, les exercices 3 et 4 sur une autre.

EXeRciCE 3.  Soit f:{0,1] — R une fonction intégrable par rapport 4 A.

1. Seit » € N. Montrer que la fonction = — €™ f(z) est intégrable sur [0, 1].
On suppose dans la suite de P’exercice que f(z) > 0 pour tout x de [0,1] et qu'il existe une constante M € Ry
telle que, pour tout n e N :

f o™ f(z) dA(z) < M.

2. On veut montrer que f est nulle presque partout. Pour cela on note D = {z € [0;1] : f(z) # 0} et on fixe
K > 0. Pour n € Net z € [0;1], on pose hxq(z) = maai{em‘f(:x:) K}.
(a) Montrer que la suite de fonctions (kg n)nen est croissante. Déterminer la fonction limite.
(b) En déduire que A(D) < —I}’{f-, puis conclure.
3. Que peut-on conclure si de plus f est continue sur [0;1]? Justifier.
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EXERCICE 4. Pour z € ]R et n € N* on considére les fonctions :

gi(z) = 153 hy(z) = % el g.(2) = ngi(nz), B () = By (E)

On définit aussi la suite de fonctions (F,)uen- par: ¥z € R F,(z) = / R ()b () e~ 1E00 Ay (e, v)
R?
1. Montrer que pour tout n € N*, F,; est bien définie.
2. Montrer que pour tout n € N*, / gn dX = 7 et préciser la limite 11’1_1'_1 gn(2z) en fonetion de z € R.
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3. Montrer que pour tout © € R, g{x) = / hy(w) e ™= d\(u). En déduire que g, (z) = / o {u) € % dA(ae).
R R
4. En utilisant le théoréme de Fubini et la question 2, montrer les deux égalités suivantes :

(8) Fule) = [ b (w) €= aw);
(b) Fa(z) = /R nlzx — v)ha(v) dMv) = /R g1 (ks (a:— %) dA(e).

1
5. En déduire, en utilisant deux fois un théordéme du cours, que hq{x) = - /

e— ux

TR dA(u).
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