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Justifier vos affirmations. Une attention particuliére sera portée i la rédaction.

Dans tout le sujet, (E,d) et (F,d’) sont deux espaces métriques. Les ensembles R, R2, C et C? seront
munis de leur distance usuelle.

Exercice 1.

Soit f: £ — F une application continue.

1} Montrer que si F est compact alors f est uniformément continue.

2) Existe-t-il une application g: R — R qui soit uniformément continue ?

3) Donner un exemple d’application continue i: R — R qui n’est pas uniformément continue.
(Pour ces deux derniéres questions, justifiez bien vos réponses)

Exercice 2.

On note Ag := {(z,y) € R?|z = y} et Ac := {(z,y) € C?|z = y}. Parmi les ensembles ci-dessous,
lesquels sont connexes et lesquels ne sont pas connexes. Dans fous les cas, justifiez vos réponses.

1) R\ {0}, 2)C\{0}, 3)R?\Ag, 4)C*\Ac, 5)Ar

Exercice 3.

On suppose qu’il existe deux éléments xy, 1 de E tels que zp # 4.

1) Expliquer comment construire une application continue f: E — R telle que f(zo)} =0et f(z1) = 1.
2} En déduire que si Pon rajoute hypothése que E est connexe alors F ne peut pas étre dénombrable.

Exercice 4.
Soit f: F — F une application.

1) Montrer que les deux caractérisations de la continuité ci-dessous sont équivalentes.
i) Vz € E, Ve > 0, In > 0 tel que Vy € E, d(z,y) < n implique d'(f(z), f(¥)) < e
ii) Pour tout ouvert V de F, f~!(V) est un ouvert de E.

2) Soit g une deuxiéme application entre F et F. Soit A C E une partie dense de E. Montrer que si f
et g sont continues et que flq = g4 alors f = g.

Exercice 5.
Soit A et B deux parties denses de IR. Peut-on avoir AN B = @7 Si oui, donner un exemple. Si cela

n’est pas possible, donner une preuve de cetie impossibilité.

Exercice 6.

1) Soit (n)n>0 une suite de E qui converge vers x € E. Montrer que X = {z,|n > 0} U {z} est un
compact de E.

Soit f: E — F une application continue. On dit que f est fermé si Vimage par f d'un fermé de E est
un fermé de F. On dit que f est propre si 'image inverse par f d'un compact de I est un compact de
E.

2) Montrer que si E est compact alors f est propre.

3) Montrer que si f est propre alors f est fermé. Indication : si V est un fermé de E et (yn)nzo est
une suite de (V) qui converge vers y € F alors on pourra considérer l'ensemble X = {y, |n > 0}U{y}.
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