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Algebre 1
Examen

Question de cours. Soient A un anneau commutatif et 7, J deux idéaux de A.
(1) Montrer que,si I +J = A, alors [J =1INJ.

(2) Montrer que, si I +J = A, alors A/(IJ) ~ (A/I) x (A/J).

Exercice 1. Soit n € N, n > 3.

(1) Soient v = (a1,a2,...,ap) un cycle de longueur p > 2 dans G, et ¢ € &,,. Déterminer
goyo T,

(2) Soient v = (a1,a2,...,ap) un cycle de longueur p > 2 dans &y, et by, by,...,b, € {1,...,n}
deux & deux différents. Montrer que v = (b1,ba,...,bp) si et seulement s’il existe k €
{0,1,...,p — 1} tel que b; = v*(a;) pour tout i € {1,...,p}.

(3) Le centralisateur d’un élément o € &,, est Zg,(0) = {7 € &, | T o0 = g o7}. Montrer
que Zg, (o) est un sous-groupe de &,,.

(4) Soit v = (a1,a2,...,ap) un cycle de longueur p > 2 dans &,,. On pose E = {1,...,n}\
{a1,...,ap} et on note G(E) le sous-groupe de &,, formé des permutations dont le support

est inclus dans E. Soit 7 € &,,. Montrer que 7 € Zg, () si et seulement s'il existe
pEG(E)etke{0,1,...,p—1} tels que 7 = poy* =~+*op.

Exercice 2. Soit A un anneau. On sait que l'application ¢ : Z — A qui an € Z associe n - 14
est un homomorphisme d’anneaux. Son noyau est un idéal de Z, donc est de la forme pZ avec
p € N. L'entier p ainsi défini s’appelle la caractéristique de A et se note x(A4).

(1) Soit p = x(A). Montrer que p # 1. Montrer que, si p = 0, alors ¢ est injectif. Montrer
que, si p > 2, alors ¢ induit un homomorphisme injectif @ : Z/pZ — A.

(2) Montrer que, si A est integre, alors sa caractéristique est soit 0 soit un nombre premier.
(3) Donner un exemple d’un anneau A de caractéristique 0 qui ne soit pas integre.

(4) Soit K un corps. Montrer que K ne contient que deux idéaux, {0} et K. En déduire que,
si ¢ K — B est un homomorphisme de K dans un anneau B, alors % est injectif.

(5) Soit K un corps de caractéristique 0. Montrer que K contient un sous-corps isomorphe &

Q.

Exercice 3. Rappelons que ’ensemble des entiers de Gauss est Z[i] = {a+1ib| a,b € Z} C C.
(1) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C.

(2) Déterminer U(Z[z]).
(3) Montrer que Z[i] est un anneau euclidien.
(

4) Soit p un nombre premier (dans N). Montrer que p est un élément irréductible de Z[i] si
et seulement si p n’est pas la somme de deux carrés entiers.



