SESSION DE RATTRAPAGE - ANALYSE FONCTIONNELLE

Durée 2h00. Tout document interdit. Toute affirmation non-triviale doit étre justifiée.

Pour tout p > 0, on note &7 = {x = (Xn)nen : 2_pen |XalP < o0}

Exercice 1. ¢
(1) Montrer que ||x|1 = _,cn |Xn| < oo définit une nqnne sur &',
(2) Montrer que (€', | - |1) est un espace de Banachi
Exercice 2. On considére le cas p > 1. *;
(1) Montrer que |x|, = (ZHEMX,,IP)hfp définit une nérme sur 7.

“[lp) est un espace de Banach.

Exercice 3. On considére le cas p €]0,1[.
(1) Montrer que (a + b)Y < a? + b? pour tout ¢, b > 0.
(2) Montrer que dy(x, y) = }_,cn X0 — yalP définit une distance sur €7,
(3) Montrer que (€7, dp) est un espace métrique complet.

(4) On note B, = {x € € : d,(0,x) < 1}. Pour tout i € N, on pose el) = (& ,)uen, et pour

n € N fixé, on pose
]

1 |
(n) pri (t]
=13

i=1
Calculer dp(O,x‘(")) et en déduire que B, n'est pas convexe.

Exercice 4. Soit H = L2(R, dx), et P = {f € L%(R, dx) : f(x) = f(—x) presque partout}.
(1) Montrer que P est un sous-espace fermé de ‘H.
(2) Pour tout f € H, montrer qu'il existe une unique fonction g € P telle que

f— gl = min|f — hl,
If - gl2 ;;g,p,ll 12

que l'an explicitera.

Exercice 5. Déterminer la série de Fourier S de la fonction g : |-, ] — R définie par

x1 si |x| < o1,
glx) = :

0 sinon.



