CONTROLE TERMINAL ~ ANALYSE FONCTIONNELLE

Durée 3h00. Tout document interdit. Toute affirmation non-triviale doit étre justifiée.

Soit £ un K-espaée vectoriel normé (K € {R, C}). On rappelle qu'une semi-norme sur E est
une fonction p: £ — R, telle que pour tout x,y € E et Ac K, on a

plx +y) < plx) + ply) et plAx) = [Alp(x).

On dit qu'une famille de semi-normes (pg)aes sur E sépare les points si pour tout x € E \ {0}, il
existe a & { tel que pu(x) £ 0.

Exercice 1. On suppose que £ admet une famille dénombrable de semi-normes (p,),en qui sépare
les points.

(1) Meontrer que

Palx — y)
e E%W1+muwy

définit une distance sur E.

(2) Montrer que pour tout n € N, la fonction p, : (E, d) — R est continue.

Exercice 2. On pose E := K™ et pour tout k € N on note | - f« : £ — R la fonction qui a
X = (Xk)ken associe |x|x = |x|.
(1) Montrer que (|| - J«)ien définit une famille de semi-normes sur £ qui sépare les points.

(2) Soit d la distance associée a la famille (| - fx)ren. Montrer qu'une suite (x")en C E

converge vers x € E par rapport a la distance d, si et seulement si limg_po X\ = X, pour
tout n € N.

(3) Montrer que (£, d) est complet.

Exercice 3. Uespace des fonctions o décroissance rapide est défini par

SR = {a‘ € C(R; K) : sup |x" %) (x)| < co pour tout p, k € N} .
reR

(1) Montrer que S(R) est un K-espace vectoriel.

(2) Montrer que les fonctions |7, = sup, g [¥*T*)(x)] définissent une famille de semi-normes
§-1p.k sur 7(R) qui sépare les point.

(3) Soit d la distance associée & la famille (] - |, ). Soit (f,)nen C .5(R) une suite de Cauchy
dans (“(R), d). Montrer que pour tout p, k € N, il existe une fonction gpx € COR; K) telle
que timp_,o0 xP flFl(x) = gp.x{x) uniformément sur R.

(4) Maontrer que pour tout p, k € N, la fonction g, x est de classe C*° et que
QL,k =PGp-1k + Gpkt1-

(5) En déduire qu'il existe une fonction g € #(R) telle que gpi(x) = xP g™ x) pour tout
p. kel

(6) En déduire que lim,_.o, f, = g dans (Z(R), d).
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Exercice 4. Pour tout f € L'(R, dx), on note

Flflt) = -\-/%Tr_ /jO f(x)e~*'dx

sa transformée de Fourier.

(1) Montrer que si f € ¥(R), alors
00
| 1#tsdx < xliflos + k2o
—0a

(2) En déduire que .#(R)  L'(R, dx) et que U'inclusion définit une application continue
U S(R), d) — L'(R, dx).
(3) Montrer que F[f] &€ #(R) pour tout f € .#(R), et que la restriction de F a Y (R) définit
une application continue
o {(F(R), d}) —= (L(R), d).

Exercice 5. On considére la fonction f(x) = (x — )% définie sur [0, 27].

(1) Calculer les coefficients de Fourier

1 2x

? n) = e fix) e-inx dx.
Uikhe ) L

{2) Utiliser les théorémes de convergence pour les séries de Fourier pour en déduire les valeurs
des sommes

n=1 n1

Exercice 6 (Question de cours). Soit (H, (-, -}) un espace de Hilbert et C € H un sous-ensemble
fermé, convexe et non vide. Mantrer que  contient un unique vecteur de norme minimale.

Exercice 7. Pour a < B fixés, on pose
Cag={x=xy) € E’Z(N) ta < x, < B pour tout n € N}
(1) Montrer que C, 5 # @ si et seulement si a £ 0 < B.
(2) Montrer que C,p est convexe et fermé dans Uespace de Hilbert £2(N).

(3) On suppose @ < 0 < B. Pour tout x = (x,) € £2(N), déterminer le point x, g € Cap tel que
d{x' CG,ﬁ) = "X - XUIB&'



