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Notations. La mesure de Lebesgue sur R est notée A. La mesure de Lebesgue sur R? est notée Ay. Pour alléger
les notations on notera parfois dz & la place de dA(z), et dady a la place de dAs(z,y).

Vous rédigerez vos exercices sur deux copies séparées :

exercices 1 et 2 sur une copie, exercices 3 et 4 sur une autre.

ExXERCICE 1.  Soit (X, .4, 1) un espace mesuré.
1. Soit h: X — R une fonction mesurable positive telle que f hdp = 0.
X

(a) Pour n € N*, on pose U, = {z € X : h(z) > 1}. Montrer que (Up)nen- est une suite croissante de
limite U = {z € X : h(z) > 0}.
(b) En déduire que h est p-presque partout nulle (on pourra utiliser 'intégrale / hd,u).
Un

2. Soit f: X — R une fonction mesurable positive. On note v = fu la mesure de densité f par rapport a u,
dont on rappelle la définition :

VAe M v(A)= f i
(a) Montrer que v est bien une mesure sur (X,.#) et qu’eH: satisfait la propriété :
VAe .t (p(A)=0) = (v(A)=0).
(b) On suppose f strictement positive sur X. En utilisant la question 1, montrer I'implication réciproque :
VAe . # (v(A) =0) = (p(4)=0).
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EXERCICE 2.
n

n-+x

1. Pour tout n € N, et tout z € R, on pose : g,(z) = Ljo,n(x). Montrer que (gn)nen €st une suite

croissante et donner sa limite.

i
2. Soit f: Ry — Ry une fonction borélienne positive. Calculer lim n/ J(nt) dA(t), en justifiant votre
[
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réponse par un résultat du cours.  (Indication : on pourra utiliser le changement de variable x = nt).

3. Montrer que ce résultat est encore valable si f n’est plus nécessairement positive mais est intégrable par
rapport a A sur R en justifiant votre réponse par un résultat du cours.

Changez de copie!

EXERCICE 3. Soit « €]0;1[. Pour ¢t € Ry, on pose :  fu(t) = / et/ e7% dg.
(0;+00]

1. Montrer que f, est définie et continue sur [0; +o0[. Calculer f,(0).

2. Montrer que f, est de classe ! sur [0;+o00[. Donner sa dérivée sous forme d’une intégrale et préciser les
variations de f,.

3. Calculer la limite de f, en +co. (Indication : on pourra considérer une suite (t,)nen qui tend vers +oa).

4. Représenter sommairement la fonction f, (on admet que la dérivée seconde de f, existe et est positive sur
]0; +o0[).
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dt.

EXERCICE 4. En calculantf

-1
z¥ dz dy de deux fagons, donner la valeur de / ¢
l0;1
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