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Mathématiques pour

I'informatique et I’électronique,
MalE1lA

Controle terminal
4 Janvier 2023 /16 h — 18 h, hors tiers temps

Tout document autre que ceux distribués pendant I'épreuve n’est pas autorisé.
Les téléphones portables et autres moyens de communication ne sont pas au-
torisés. L'utilisation des calculettes personnelles est soumise a l'autorisation du
responsable de I'épreuve.

Chaque étudiant dispose sur sa table du matériel adéquat pour composer,
y compris la carte d'étudiant, dés le début de I'épreuve. Aucun échange entre
étudiants ne sera toléré une fois le sujet distribué.

La qualité de la rédaction ainsi que la présentation entrent pour une part signi-
ficative dans I’évaluation des copies. Tous les résultats doivent étre suffisamment
justifiés.

Sur la copie principale figure une case ou I'étudiant renseigne le nombre d’in-
tercalaires utilisés, recto et verso. Si celle-ci n’est pas renseignée, cela signifie
qu’il n’y a pas d’intercalaires.

Il ne sera distribué qu’un seul énoncé par étudiant.

1. Fonctions
1.1. Donner I’ensemble de définition maximal de V4 x2 +2x-5.

- Solution :

Vt est définie pour f > 0. Les deux racines de x*+2 x—5 sont -1 ~V6 et -1+6.

On a
X a0 -1-+6 -1+ 6 e
x+1+\/6 o 0 + +
x+1-v6 B i @ +
¥ +2x-5 e g et e

L’ensemble cherché est ]—oo; =] —= \/6] U [«1 + \/8;+oo[

1.2. Calculer la dérivée de x In x. Trouver f(x) telle que x In x—f(x) est une primitive
de Inx.
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- Solution :
On a ]
(xInxY =xInx+xInx=Inx+x-=Inx+1
X
et

@ Inx—-f(x))Y =Inx+1-f'(x)

Si f’(x) =1, alors x Inx — f(x) est une primitive de Inx. f(x) = x convient.

1.3. Calculer la dérivée de sin v/x.

Solution :
Ona
. ’ bi - o 1
(sm \/)_c) = (\/3_() (sm \/J_r) = z—ﬁcos\/f

1.4. Soit f(x) ¥ xsinx + x. Calculer f’,f".

- Solution :
On a

(x sinx+x) = (xsinx) +x =x'sinx+xsin"x+1=sinx+x cosx +1
et

(x sinx+x)” =(sinx+x cosx+1) =cosx+x’cosx+x cos’x =2cosx—x sinx

2. Théoreme des valeurs intermédiaires
SOt P(x) €1 -x+2x2-3x3+4x4 -5,

2.1. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires sur ]—oo; +o0.

Solution :
[ Si f est continue sur ]—oo; 400, silim f lim f < 0 alors f s’annule.
—00 +00

2.2. Montrer que I'équation P(x) = 0 admet une solution réelle.

Solution :

Ona

—5x) — 400 et —-5x° — —00
X——x X—4o0

Controéle terminal jerome. laurens@u-bourgogne. fr page 2 sur 8



Université de Bourgogne MalE1A 2022/2023

donc

P(x) —— +oco et P(x) prempn i
X——00 X—+00

Comme P est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires donne |’exis-
tence d’une racine réelle.

2.3,

Si x <0, que peut-on dire du signe de P(x) ? En déduire que toutes les racines
réelles de P sont positives.

Solution :

Pour x <0, on a
1-x+2x2-3x3+4x4-5x5>1>0

donc toutes les racines réelles de P sont positives.

2.4.

En déduire un encadrement de la plus petite racine réelle de P.

Solution :

OnaP0)>0etP(1)=1-1+2-3+4-5= -2 donc par le théoreme des valeurs
intermédiaires, I'une des racines est positive et inférieure a 1. La plus petite
est inférieure ou égale a cette racine, donc inférieure a 1.

Etant positive, la plus petite racine réelle est dans ]0;1[.
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3. Théoreme des accroissements finis
Soit f(x) = e*.

3.1. Que signifie « f(x) est croissante sur R ».

Solution :
[ PourtousaetbdansR,onaa <b= f(a) < f(b).

3.2. Enoncer le théoréme des accroissements finis sur [a;b] avec a < b.

Solution :
Si f est continue sur [a;b] et dérivable sur ]a; b[, alors on a

e € 1a;bl, f(b) - f(@) = (b - )f'(©).

3.3. Peut-on appliquer ce théoreme a f sur [0;f] ou f désigne un nombre positif ?

- Solution :
On a

e 0<t,
e f est continue sur IR, en particulier sur [0; ],
e f est dérivable sur R, en particulier sur ]0; f[.

On peut appliquer le théoréme.

3.4. En déduire que pour tout t > 0, ef -1 < tef.

- Solution :
On a pour toutt >0

A0 <c<t e -eP=(t-0)e avec 0 <c<t
Comme exp est croissante, on a e < ef et

el—el =gl -1 =tef < te

4. Intégration

1
4.1. Calculerf x% - 2x + 3dx.
M=0
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Solution :

On a

1 t3 t2
£ x2—2x+3dx:[——2—+3t
-0 3 2

1
4.2, Calculer:f 323t d¢.
i

- Solution :

On a
3t 23t = 3! St = 24! = et In24

d'ou

In24 1! In 24
fl 3*23fdt:f1 e”“24dt:[em ] Jeleal 2as1 | 2B
f:O f=0 f=0

In 24 In 24 IN24  In24
al+)x | a(l-i)x n
4.3. Montrer que cosx e* = > . En déduire f cosx e¥ dx.
x=0
- Solution :
Ona , : . . : .
el¥ | o-ix ei¥ g¥ 4 o-ix ¥ e(1+1)x 4 e(l—l)x
cosxe¥t=———e¢ef= =
2 2 2
donc
7 T e(1+i)x_|_e(1—i)x 1 7 y 1 T .
f cosx e¥ dx = f dx = —f e(l+)x dy 4 = f e-Dv gy
=0 %] 2 2 Jy0 2 Jy=p
Par ailleurs,
n [ a(1+i)x 77 (1+i)m _ n
f e+ gy = | & : - . LI +.1
el L1+1_x:0 11 141
et .
[ A(1=i)x ] (1-i)m _ n
fn e(l_i)deZe : ik ‘1:_e +.1
vl _1*1_1_20 1=1 1=
d'ou
i ’ e"+1{ 1 1 e™+1 1-i+1+1 e™ +1
f cos X e dr= - - + | =- X - =
=0 2 \V+i 1-i 2 12 -2 2
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5. Formes indéterminées

On appliquera la regle de I’Hépital : a et ¢ désignent des nombres, f et g dési-
gnent deux fonctions dérivables au voisinage de g,

Si limf=Ilimg=0 et Iimf—,:f alors Iim]—c =
a a a g a g
Mo
5.1. Donner, si elle existe, la valeur de Iirq i pour m,n € IN*,
r=l Xt
- Solution :
Ona
e Y"—-1—0etx"-1—0,
x—1 x—1
o (xM-1) = m x"1 donc (x™ —-1) — m,
x—1
o (x" -1)Y =nx""1 donc (x"-1Y —1> n.
X—
Au total, on applique la régle de I'HOpital r obtenir S ida et
u I i i ou i >y —
ppliq g p p T T
xm -1 m
% —
-1 251 n

, i - xsinx
5.2. Donner, si elle existe, la valeur de lim ————.
x—01—-cosx

- Solution :
On a, tenant compte des calculs déja effectués précédemment,

e xsinyx— Qetl—-cosx — 0,

x—0 x—0
e (xsinx)’ =sinx + xcosx donc (xsinx)’ g i,
X—
e (xsinx)” =2cosx—xsinx donc (xsinx)” —F 2,
X
e (1 -cosx) =sinx donc (1 -cosx) I 0.
X—>
e (1 -cosx)” =cosx donc (1 - cosx)” 7 1
X—
Au total, deux applications successives de la regle de I'hopital donnent
(xsinx)” (xsinx)’ : xsinx
2, »2 e >
(1 —cosx)” x—0 (1 -cosx) x—0 1-cosx x—0

6. Equations différentielles ordinaires
6.1. Soit I'équation différentielle ordinaire (E) vy’ -y’ -2y = 0.

6.1.1. r désigne un nombre. Quelle est la signification mathématique de
«e™ est une solution de (E)»?
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Solution :
i- Cela signifie que (e'™*)" — (™) -2 e™ =0,

6.1.2. Quelles sont les solutions de (E) de la forme e'*?

- Solution :

Si e™ est solution de (E) alors
(erx)” oL (erx)’ —2 el = ?’2 eX _pef _Dal¥ — (rz — = 2) erx = ()

Comme I'exponentielle n’est pas nulle, cela donne 2 —r—2 = 0. Donc r
vaut -1 ou 2. Réciproguement, pourr=-1ona

(e™)" -(e™¥) -2eF=e'+ef-2e* =0
et pourr=20na

(ez,\‘)u 0 (eZX)f -9 e2x =4 e2x ;) e2x 8 e2x =0

6.1.3. En déduire toutes les solutions de (E).

Solution :

Les solutions de (E) sont de la forme y(x) = k; e +k, €** ol k; et k, sont
des constantes.

6.1.4. En déduire la solution de (E) qui vérifie y(0) =2 et y'(0) = 1.

- Solution :

On détermine k; et k, tels que y(0) = 2 et y'(0) = 1. Cela donne
y(0) =2 =k e¥+k, €0 =k + ky
et comme y/(x) = —ky e™* +2k, e**
v (0)=1=-k; e +2k, €20 = —k; + 2k,
On obtient |le systeme linéaire

2:k1 +k2
]:—k1+2k2

dont la solution est k; = k, = 1. La solution cherchée est donc e™ + e?*,
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6.2. Soit (E) y' -4y +4y=0.

6.2.1. Quelles sont les solutions de la forme e™ ou r est un nombre?

- Solution :
Si e'* est solution de (E) alors

(€7)" —4(e™) +4e™ =P e —4reF +4e¥ = (r-2)2e™ =0

Comme I'exponentielle n’est pas nulle, cela donne (r — 2)> = 0. Donc r
vaut 2. Réciproquement, on a

(er)H o 4(e2x)r 4 4e2x = 4e2x L8 e2x +4 e2x =0

6.2.2. En déduire toutes les solutions de (E).

Solution :
Les solutions de (E) sont donc de la forme (k; + xk,) e** ou k; et k, sont
des nombres.

6.2.3. Si y est une solution de (E), y + 2023 est une solution de quelle équation
semblable a (E)?

- Solution :
On a

(y +2023)" — 4 (y + 2023)" + 4 (y +2023) =y — 4y + 4y + 4 x 2023

donc si y est solution de (E) alors y + 2023 est solution de z"" - 4z' + 4z =
8092.

6.2.4. En déduire toutes les solutions de (E') y” -4y’ + 4y = 20.

Solution :
On remplace 2023 par 5 pour obtenir 20 : les solutions de (E') sont de |a

forme (k; + xk,) e +5 ol k; et k, sont des nombres.

Controle terminal jerome. laurens@u-bourgogne. fr page 8 sur 8



