CONTROLE TERMINAL — MATH4A

Durée 2h00. Tout document interdit. Toute affirmation non-triviale doit étre justifiée.
Exercice 1 (0 pts).

a) (Question de cours). Soit I C R un intervalle est f, : | — R une suite de fonctions. Montrer que
(fy) est uniformément de Cauchy sur / si et seulement si elle converge uniformément sur /.

b) (Question de cours). Soit | C R un intervalle est f,, : | — R une suite de fonctions. Montrer que
si (f,) converge uniformément sur / vers une fonction f : / — R, alors elle converge simplement
sur / vers f.

¢) Montrer que si P € R[x] est un polyndme borné sur IR, alors P est constant.

Pour résoudre la suite, on suggére d’utiliser les trois questions a), b), c).

d) Soit (P,) C R[x] une suite de polynémes qui convergent uniformément sur R vers une fonction
f:R — R. Montrer la propriété suivante :

INeN Vn>N Ha, R tel que Py(x) = Pnix)+a, VxR

e) Montrer que la suite (¢,) C R converge vers un réel @ € R.

f) Conclure que la suite de polyndmes (P,) converge uniformément vers un polynéme.
Exercice 2 (Exercice de TD, 6pts). On considére la série de fonctions S définie par
s
S(x) =
(x) ; X4 n

a) Prouver que S est définie sur [ =] —1, +oq],

b) Prouver que S est continue sur /.

c) Prouver que S est dérivable sur /, calculer sa dérivée, et en déduire que S est croissante sur /.

Exercice 3 (4 pts). On considére la fonction N : R3 — R définie par

Nix,y.2) =v/x2+ y? +|z2|.

a) Prouver que N définit une norme sur R3.

b) Dessiner approximativement la sphére unité {(x,y,z) € R3 : N(x,y,z) = 1}. Pouvez-vous
donner le nom de cette figure géométrique ?

c) Soit |(x, 4, 2)|eo = max{|x|. |yl |2|} la norme € sur R3. Déterminer les constantes optimales
¢ < C telles que

clix 4, 2o < N(x,y.2) < Cl(x, 4, 2)|eo Vix,y,2) € R

Exercice 4 (6 pts). Soit f : R? — R la fonction définie par
(x—ylIn(je* — e¥]) six#y,
flxiy) = .
0 st x = y.
a) Montrer que f est continue sur R?,
b) Calculer les dérivées partielles % et gé en tout (x, y) € R? tel que x # y.
c) Est-ce que les dérivées partielles g—i et % existent aux points de la forme (x, x), avec x € R?

d) Est-ce que f est différentiable aux points de la forme (x, x), avec x € R?



