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Examen de Mathématiques - Session 1 - Math4B

Exercice 1 :

Soit (K, {|)) un espace préhilbertien réel.

1. Soit p un entier naturel non nul et 7 = {z),...,z,} unc famille orthogonale constituée de vecteurs non nuls.
Montrer que la famille F est libre.
2. Soit n € N* et (e1, ¢z, ,€,) une famille de vecteurs unitaires de E tels que : Vz € E, |[|z||* = Y1, (z | ei)g.
(a) Montrer que la famille (e1,es,- - ,e,) est une famille orthonormale.
n
(b) Montrer que Vz € E, z = Z (x| e;)e.
i=1
(¢} En déduire que F est de dimension finie et que la famille (e, eq, -+ ,e,) est une base orthonormale de E.

3. On suppose que (F,(|}) est un espace euclidien et f un automorphisme orthogonal de E.
(a) Soit I un sous espace vectoriel de E. Montrer que f(F*) = (J"(F))l
(b) On note par Sp(f), le spectre de f qui est ’ensemble des valeurs propres de f. Montrer que Sp(f) C {1,-1}.

Exercice 2 :

On considére R* muni de son produit scalaire canonique. On note par B = {ej, ez, €3,¢e4} la base canonique. Soit F le
sous ensemble défini par F = {(z,y,2z,t) eR*: 2+3y—2—-t=0, 2+ 2+t =0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*, préciser sa dimension et en donner une base.

2. A l'aide du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt construire une base orthonormale de F.

3. Soit u = (x,y,2,t) € R*, et v = (2,9, 2',t') = pr(u) le projeté orthogonal du vecteur u sur F.
(a) Calculer (2/,y/,2',t') en fonction de (z,y, z,t) et donner la matrice associée & pr dans la base canonique B.
(b) On prend u = (1,3,2,2). Quelle est la distance de u & F?

Exercice 3 : On considére ’espace euclidien E orienté de dimension 3 et B = (ey, €2, €3) une base directe de E. Soient f
et g deux endomorphismes dont matrices associées dans la baseB8 sont

a 1 V6
1 b —v6 |, abceR
-v6 V6 ¢

1. Montrer que l'endomorphisme f est diagonalisable et donner ses valeurs propres de f ainsi q'une base orthonormale
de vecteurs propres de f @t

2 1 0 1
A=Matg(f)={ 1 1 1 |, B=Matg(g)=
01 2

2. (a) Déterminer les valeurs d# des paramétres a, b, ¢ pour que g soit un automorphisme orthogonal.
(b) Montrer que dans ce cas l'isométrie g est une rotation dont on précisera 'axe et I'angle dans un repére direct.
Exercice 4 : E désigne un espace euclidien de dimension n. On note (z|y) le produit scalaire de = et de y. Si f est un

endomorphisme de %, on désigne par f* son adjoint. On se donne une base orthonormale B; de I et on note A et A’ les
matrices associées & f et f* dans la base ;. On pose g = fo f*.

1. Montrer que g est un endomorphisme symétrique de Y.

2. Justifier que les valeurs propres de g sont positives ou nulles et que ¢ admet une base orthonormale de vecteurs

propres.
Dans la suite on suppose que f est bijectif et on désigne par B; = (e1,- -+ ,&,) une base orthonormale de vecteurs
propres associés aux valeurs propres strictement positives (A, -+, A,) de g.

3. On désigne par s 'endomorphisme de F tel que Vie {1,...,n}, s(e;) = VA i
(a) Montrer que s est un endomorphisme symétrique bijectif et que so s = g.
(b) On pose ¢ = s~ ! o f. Montrer que ¢ o * = Idg et en déduire que ¢ est un automorphisme orthogonal.

4, Déduire de ce qui précéde que si f est un endomorphisme (bijectif) d’un espace euclidien, alors il existe un
endomorphisme (bijectif) symétrique s et un automorphisme orthogonal ¢ tel que f = so .



