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Exercice 1. :
A) On résout I'équation différentielle de Tchebychev, oli y = y(z), par la méthode de Frobenius

(1 —2%)y" — 2y +n’y =0. (1)

1) Montrer que z = =1 sont des singularités réguliéres.
2) A partir du développement en série autour de 0

y(@) =) apz*?, (2)
p=0

(a) déterminer et résoudre 1’équation indicielle;
(b) déterminer la relation de récurrence entre ayi2 et ap.
(c) Etudier la convergence des séries obtenues.

3) Montrer alors que les deux possibles solutions s’écrivent
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4) Montrer que les valeurs de n entiéres donnent une série avec un nombre de termes fini.
On les note y(z) = T, (z) pour les valeurs de n respectives. Exprimer To(z), T1(z), To(z) et T3(x)
(on choisira la normalisation ag = 1).

B) On s’intéresse au cas n = 1, ¢’est-a dire & la solution z(x) = T1(x). On recherche une seconde solution.
On sait qu’elle s’écrit sous la forme

z(z) = C(z)y(z). (5)
a) En partant de 'expression générale de I’équation différentielle linéaire du second ordre
y'+ Plz)y’ + Q(z)y =0, (6)
montrer, en reportant la second solution z(z), que C(z) s’écrit & des constantes pres
z o= [7 Pla")ds" ,
am_/-—MEF—m. )

b) En déduire la seconde solution z(z). Vérifier qu’elle est linéairement indépendante de y(x).

Formulaire :
_ '@ i 1— =

In(f(z))’ A= /'T‘ ﬁdm = B + const. (8)

Exercice II. Dans cet exercice, on note la transformée de Fourier F(v) = F,[f(z)] = [T f(z)e 2™ dz.

1+z pour -1 <2<0
Soit la fonction triangle f(z) =¢ 1—z powr0<z <1

0 pour |z| > 1
1. Calculer la transformée de Fourier de f(z). La tracer.

2. Démontrer la formule de Parseval-Plancherel pour deux fonctions complexes f(z) et g(z) ayant pour
transformée de Fourier respective F'(v) et G(v) :

+o0 +00 _
/ flaglsids = / F()G(v)dv, (9)

A

oll on note g(z) le complexe conjugué de g(z).
Méthode :



e on utilisera fj;: f(2)g(z)dz = Fo=o[f(x)5(x)],
e on passera par le produit de convolution de deux fonctions fi(t) et fa(t) :
f ) * fat) = [ fi(s) ot — s)ds,
e en utilisant sa propriété : fi(t) * fa(—t) = [ f1(s) f2(s — t)ds.
3. En utilisant la formule de Parseval-Plancherel, en déduire la valeur de 'intégrale

F o f0+°° (%@)4@. (10)

Exercice III. Dans cet exercice, on résout a l'aide de la transformée de Fourier ’équation de transport

Ou(z,t) | 10u(z,t) _
Ox c ot

0 (11)
avec la condition initiale u(z,0) = f(z). On suppose un milieu infiniment étendu selon z.

a) Appliquer la transformée de Fourier spatiale de cette équation et de la condition initiale.
On notera (v, t) = Fylu(z,t)] = fj;o u(z, t)e= 2o g,

b) Résoudre I’équation différentielle résultante.

c¢) En déduire la solution par transformée de Fourier inverse. Interpréter cette solution.



