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Exercice 1. Soit E l'espace vectoriel des suites complexes (uy, )nen+ satisfaisant

AN eN", ¥n>N, wu,=0.

+00
On le munit du produit scalaire (u,v) = Z ). U,
k=1

+o0
2 L. 2o s Tk B g : 3
L. Montrer que I'application ¢ : E +— C définie par ¢(x) = Z =% est une forme linéaire continue sur .
k=1
2. Existe-t-il un élément u de E tel que, pour tout z de E, on ait p(z) = (u,2) ?
3. Que peut-on en déduire sur £ 7

Exercice 2. Soit H un espace de Hilbert, muni d'un produit scalaire noté (-, ) et de la norme associée || - ||, et
F un sous-espace vectoriel fermé de H, non réduit au singleton {0}. On note p la projection orthogonale de H
sur F. Si x est un élément de H, on appelle distance de z & F la quantité

dig, ) = ot lg— .

On désigne par F+ le sous-espace vectoriel orthogonal a F.
g 1

1. Montrer que d(z, F') = ||z — p(x)|| pour tout z € H.
2. Montrer que
d(z, F) = max{|{z,2)|: z€ F et |z| =1} VzeH.

3. Soit u € H tel que |lul| =1. Onpose ' = {x € H: (u,z) =0}. Déterminer I’application linéaire p.
4. Soient u,v € H deux vecteurs tels que ||u|| = |jv|| =1 et {(u,v) = 0. On pose

FeineH: " lum) =0, lyz)=10]

Montrer que F* = Vect (u, ’U). En déduire alors le projecteur p sur F.

5. On suppose dans cette question que F est un sous-espace vectoriel de dimension finie, et on note (uy, - - - Uy
une base orthonormale de F. Déterminer en fonction de (uq, -+ ,u,) expression de p.
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6. Soit H = L?([0,1]), muni du produit scalaire (f, g) = Jo f(t)g(t)dt. Posons F le sous-espace vectoriel des
fonctions polynémiales de degré inférieur ou égale a 1. Déterminer une base orthonormée de F. En déduire

la valeur de :

1
inf{f t> —at —b%dt: a,beR}.
0

7. On suppose désormais que F est un sous-espace de dimension infinie. Justifier que F posséde une base
hilbertienne, puis exprimer p en fonction de cette base.
+00
8. On suppose maintenant que H = ¢*(N,R), muni du produit scalaire @) = Z TuYk. Pour n un entier
T k=0
fixé, on posc
n
F,={z € H; Zu =0}.
k=0

(a) Vérifier que F), est un sous-espace fermé de H.
(b) Chercher un sous-espace Gy, tel que F,, & G, = H.
(c) Donner la distance de 1'élément (1,0,0,---) & F,.



