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CALCUL DIFFERENTIEL - EXAMEN (2h)

1

Soit f: R® — R la fonction définie par f (z,y,2) = 2yz — 23 + 3z22.
En quels points I'ensemble & = f~! ({0}) est-il une sous-variété de dimension 2 de R??

. Soit A = (u,v,w) I'un des points de la question précédente. Donner une équation du plan tangent a S au

point A.

Pour a € R, on désigne par P, le plan de R? d’équation {z = a} et on pose C, = SN P,. En quels points
I’ensemble C, est-il une courbe de R??

Pour a # 0, donner un paramétrage v: R — R3 de C, et en déduire, pour pout ¢t € R, une description de
I'espace tangent TpC, au point B = v (t) € C,.
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On considére trois nombres réels strictement positifs o, 5 et v tels que oo + 8 + v = 1, et la fonction

(x4, 2) = 2Pyf 2,
. Montrer que I’ensemble

K ={(z,y,2) € R’ : az + By + vz = 1}

est un sous-ensemble compact de R3.

. Montrer que la fonction f admet un unique extremum sur la variété

V:{(:c,y,z)e (R1)3:am+6y—|—7z—l=0},

et que la valeur de f en cet extremum est 1.

. En déduire que la valeur maximale de f sur K est 1, et que, pour z,9,2 > 0, on a

z*y’ 2" < az + By + yz.
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Sur I'espace R™ muni de la norme euclidienne, on note u - v le produit scalaire euclidien de deux vecteurs

u,v € R". On appelle S la sphére unité de R™ . Soit A une matrice symétrique de taille n (on rappelle quune
matrice symétrique A vérifie Au - v = u - Av pour tous vecteurs u,v € R?).

1.

Montrer que la fonction f: R™\ {0} — R définie par f(z) = Az -z est de classe C', et calculer d,f (h)
pour tout point z € R™ \ {0} et tout vecteur h € R™ (on pourra utiliser la symétrie de A pour simplifier
le résultat).

Rappeler pourquoi f est bornée sur la sphére unité S et atteint son maximum et son minimum sur S.
Rappeler pourquoi S est une sous-variété de R™.

. Soit @ € § un point en lequel f atteint son maximum sur S. Donner I’équation du plan tangent 7,8 4 S
g

au point a et donner un vecteur orthogonal a ce plan.

. A l'aide des questions précédentes, montrer que les vecteurs a et Aa sont colinéaires (c’est a dire que a est

un vecteur propre de A).

. Déduire de ces questions que A admet une base orthonormée de vecteurs propres.






