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Notations. La mesure de Lebesgue sur R est notée A. La mesure de Lebesgue sur R? est notée Ay. Pour alléger les
notations on notera indifféremment dz & la place de dA(z), et dzdy a la place de dAy(z, y).

Vous rédigerez vos exercices sur deux copies séparées :
exercices 1 et 2 sur une copie, exercices 3 et 4 sur une autre.

Citez les théorémes du cours utilisés, en justifiant les hypothéses.

EXERCICE 1.  (Petites questions proches du cours).
1. Soit (X, .4, ;1) un espace mesuré.
(a) Soit A € .#. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 1,4 soit intégrable par rapport a p.

(b) Soit Ay, Az,..., Ap des sous ensembles mesurables de X et ay,as,...,a, des réels quelconques. Donner
P

une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ = E arl 4, soit intégrable par rapport & y, et lorsque

k=1
c’est le cas, préciser U'intégrale de ¢.

2. Soit f:R — Ry une fonction mesurable. Pour tout £ > 0, on note m; = inf{ f(z) : |z| > t}.
En raisonnant par l’absurde montrer que si f est intégrable par rapport a A, alors m; = 0 pour tout ¢ > 0.
(Indication : on pourra décomposer R en (R ~] — ¢,t[) U [—t,]).

3. Soit g : R — R définie par g(z) = (1 + cos(mz))1_1,1)(x). Pour n € N* on pose gn(z) = /ng(n?(z — n)).

(a) CalculerfgdA puis/gn dA.
R R

(b) On pose F(z) = Z gn(x). Montrer que F' est positive et intégrable sur R par rapport a \.
neN*
(c) Montrer cependant, que sup{F(z) : |z| > t} = 400 pour tout ¢ > 0.
4. On consideére la suite de fonctions (f,)nen définie pour tout = € [0;1] par f,(z) = n2z(1 — z)™.
(a) Déterminer la limite f(z) de la suite (fu(2)), . Pour tout « € [0;1].

(b) Calculer fadX et fdx
(0;1] [0;1]

(¢) On observe que lim SndX# fdA. Comment expliquez-vous ce résultat ?
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EXERCICE 2. Montrer dr = — (indication : développer ———— en série pour x > 0).
ontrer que /[; =i Z 3 ( (2 p— p )

Changez de copie!

ta:—l

EXERCICE 3.  On pose f(z) = /
o L+

Déterminer le domaine de convergence de U'intégrale définissant f.
Montrer que f est décroissante sur son domaine de définition.

En calculant f(z) + f(z + 1) pour tout = > 0, montrer que f(z) ~ % en 0.
li =0.

lim f(z)

Représenter f graphiquement.
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Montrer que
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EXERCICE 4. Pour tout réel ¢ strictement positif, on pose h(t) = / et dg.

[0:'}'00[ &
1. Montrer que l'intégrale définissant h est convergente.

2. On fixe t > 0. Montrer que la fonction H, : (z,y) — sin(zy) e”'* est intégrable sur B = [0; +00[x [0, 1].

3. En calculant ] H, d\g de deux fagons en utilisant le théoréme de Fubini, montrer que h(t) = % In(1+#2) —In(2).
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