Deuxiéme session —~  13/06/2024 —~ 2 heures
Math3A : analyse — L2 S&T

Exercice 1 : Séries équivalentes

Soient (tn), ey €t (vn), oy les suites définies par
Sl ™

VneNu, = o €08 (112)

{

jus 2(pZ
COS(7LQ)+COS (712)

Vn e N,vu, = — sy

1. Indiquez les valeurs de wg, w1, ua, us, ug, et us, ainsi que celles de vy, vy, vs, v3,
vy, et vs. Dans cette question spécifique, on ne vous demande pas de justification

2. Déterminer I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cos (n%))n et et
celles de la suite (uy), oy

3. Comment définit-on le fait que deux suites soient équivalentes? (Rappelez la
définition vue en cours.)

4. Montrer que wu, ~ U, + V.

5. Montrer que la série Y u, est convergente.

En déduire la nature de la série Y (u, + v,).
n=0

Exercice 2 :
Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres Y a,z" ci
dessous :

i) 3 gt i) 3 (—22)" 7" i) 3 4/(n + 21"

Exercice 3 : Suites adjacentes ?
Soit (un),y la suite réelle définie par récurrence par :

{

Ug = 1
— Un

Vn € N,un+1 = Tt

1. Montrer que Vn € N, u,, > —1.

2. Montrer que la sous-suite (ug,), .y st positive et décroissante tandis que la
sous-suite (Ugnt1),en €St négative et croissante. Indication : on pourra par
exemple écrire une relation de récurrence satisfaite par chacune de ces deux
sous-suites.

3. Déduire que les deux sous-suites (ugn), ey €t (Uani1),cy convergent, et déter-
miner leur limite.

4. Les sous-suites (ugn),cy €t (Uzni1),cn Sont-elles adjacentes? N’oubliez pas de

Justifier votre réponse (comme o toutes les questions d’ailleurs).
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Exercice 4 : Nature de séries de fonctions
On considere deux suites de fonctions réelles (fn),cy €t (gn)ncy telles que
Vz € R,Vn € N, |fu(z)| < |gn(z)].

1. On suppose dans un premier temps que toutes les fonctions f, et g, sont
positives : Vn € N,Vz € R,min(f,(z),9.(x)) = 0. Pour chaque question si
dessous, st Uaffirmation est correcte, démonitrez le a partir des résultats vus en
concours. Si elle est fausse, donnez un contre-ezemple qui montre que ce n’est
pas le cas.

(a) Si la série de fonctions ) g, converge simplement sur R, peut-on en
nz0
déduire que ) f,, converge simplement sur R ?
nz0
(b) Sila série de fonctions Y g, converge uniformément sur R, peut-on en
nz0
déduire que ) f, converge uniformément sur R ?
nz0
(c) Si la série de fonctions ) g, converge normalement sur R, peut-on en
nz0
déduire que )’ f, converge normalement sur R ?
n20

2. Dans cette deuxiéme question, on ne suppose plus que les fonctions soient
positives (mais on continue & supposer que Vz € R,Vn € N, | f,(z)| < |g.(2)]).
On pose & nouveau les mémes trois questions, auxquelles vous devez indiquer
si I'affirmation est vraie, et apporter soit une preuve (si elle est vraie) soit un
contre-exemple (qui montre qu’elle est fausse).

(a) Si la série de fonctions Y g, converge simplement sur R, peut-on en
nz0
déduire que Y f, converge simplement sur R ?
nz0
(b) Sila série de fonctions Y g, converge uniformément sur R, peut-on en
nz0
déduire que »_ f, converge uniformément sur R ?
nz0
(c) Sila série de fonctions ) g, converge normalement sur R, peut-on en
n=0
déduire que )" f, converge normalement sur R ?
n=0

3. On considére désormais une suite de fonctions (uy),, oy telle que :
Vz € R, |ug(z)| < | cos(z)|
Vn € N*, |u,(z) — un—1(z)| < ,%(,m)‘

(a) Trouver une suite de fonctions ( ),y telle que les fonctions u, soient les

sommes partielles de la série > f,.
nz0

(b) Déduire de ce qui préceéde que la suite de fonctions (u,,)
formément sur R.

neN converge umni-
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