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Exercice 1 (Questions de cours (6 points)).

(1) Soit E un K-espace vectoriel. Enoncer et démontrer le lemme de décomposition des noyaux pour une
application linéaire f € End(F) qui admet un polynéme annulateur P € K[X] qui est produit de deux
polyndémes premiers entre eux.

(2) Enoncer et démontrer le théoréme d’existence de la base antéduale.

(3) Application: Soit ), s, @3 trois formes linéaires sur £ = R? telle que

(pl(mﬁya'z) =2z + Z, IPQ(ZE,:U,Z) =x+ 2:1)')(,03(3:,1 ,Z) =Y + 2z.
Montrer que (1, @2, 3) forme une base de E* et déterminer sa base antéduale.
Exercice 2 (Maitrise de concepts (5 points)).
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Toute réponse non clairement justifiée ne sera pas
considérée,
(1) Pour tout a,b € C, la matrice A = (a —(; b acijb
(2) Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel F de dimension 3, de polynome caractéristique x s(X) =
X3 —2X? + X. Alors f est diagonalisable si et seulement si dimker(f —idg) = 2.
(3) Soit A, B € M, (C) deux matrices diagonalisables qui commutent, alors A 4+ B est diagonalisable.

(4) La somme de deux matrices nilpotentes est une matrice nilpotente.
(5) Soit A € M, (C) inversible telle que A? est diagonalisable. Alors A est diagonalisable.

est diagonalisable sur C,

Exercice 3 (3 points).
Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

Loel Aie
0 R P I
Aillll
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(1) Calculer A?. En déduire un polyndme annulateur non nul de A.

(2) Montrer que si P est un polynéme annulateur de A de degré strictement inférieur & 2, alors P est nul.
En déduire le polynéme minimal de A.

(3) Montrer que A est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

Exercice 4 (4 points).
On considére Papplication
f : RQ[X] — RQ[X]
telle que pour P € Ra[X], on a
F(P)(X) = (X*+1)P"(X) + P'(X) + P(X).

(1) Calculer la matrice A de f dans la base canonique de Ry[X].
(2) Caleuler le polynéme caractéristique de A.
(3) Calculer les projecteurs spectraux de A et la décomposition de Dunford de A.

Exercice 5 (4 points).
On considére A, D, N € M3(C) les matrices:

2 10 2 0 0 01 0
A=|o0o 2 o|l, D=0 2 o], N=[0 0 0O
G 4 8 0 4 3 000

(1) Montrer que la décomposition de Dunford de A est A =D + N.
(2) Déterminer une matrice P € GL3(C) telle que PDP~! est diagonale.
(3) Pour tout entier n > 0, calculer A™.



