e
. 3 L2 — MaTH4B - SEssion 2, 12 juin 2024

Durée : 2h. Les questions en ilalique sont des questions de cours.

Exercice 1. Soit (A, ;) € R? ct soit E = M3(RR) I'cnsemble des matrices réelles de taille 2. On pose
g(M) = pdet(M) + Ar(M?), pour tout M € E.
(1) Quelle est la dimension de P'espace vectoriel E 7
(2) Pour M = (215), calculer g(M) en fonction de a, b, ¢, d puis montrer que g est une forme quadratique.
(3) Pour (A, p) = (1,2), calculer le rang et le noyau de gq.
(4) Pour (X, ;1) = (1, —2), calculer le rang et la signature de q.
(5) Pour (A, p) = (1,1), calculer la signature de q.
(6) Pour (A, p) = (0,1), trouver F,G C E plans avec g

r définie positive et g|g définie négative.

Exercice 2. Soit E = R3 muni du produit scalaire standard et f endomorphisme de E dont la matrice en
la base canonique est :

L f8 -1 -4
M=o | & ~& ~7
1, =g 4

1. Montrer que f est orthogonal.

2. Trouver une réflexion orthogonale s telle que s o f est une rotation dont on précisera 'axe et 'angle.
3. Justifier que f est diagonalisable sur € mais pas sur R.
4

. Montrer que f? est une rotation dont on précisera I’axe et I'angle.
Exercice 3. Etant donné un entier n > 1, notons M la matrice (mi,j)lgz’,jgn définie par

myq =0, et, pour tout (z,7) # (1,1) : m;; = { ?,—l)iﬂ', : : Z 1 Z;jjill,.

1. Justifier que M est diagonalisable en une base orthonormale de vecteurs propres.

2. Calculer rg(M). Justifier que ker(M)! est stable par M, en donner une base B et calculer M (8).
3. Pour n = b, trouver une base orhonormale de vecteurs propres de M.
4

. Pour tour n, k > 1, donner les valeurs propres de M* avec leur multiplicité.

Exercice 4. Soit & espace vectoriel réel, n = dim(E) > 0 et ¢ forme bilinéaire symétrique sur E.
(a) Soit A C E. Donner la définition de l'orthogonal AL de A par rapport & .
(b) Montrer que AL est un sous espace vectoriel de E et que vect(A): = AL
c) Soit E =R? et o((z1,%2), (y1,%2)) = T1¥2 + z211. Calculer {(1,0)}L.
d) Soit F un sous espace vectoriel de E. Montrer que dim(F) + dim(F1) > n.

(f

(
(
(e) Définir « p est dégénérée » puis montrer que dans ce cas il existe I avec dim(F) + dim(F1) > n.
) Montrer que si @ est non dégénérée alors diim(F) + dim(F1) = n.

(g) Trouver un exemple de I et ¢ non dégénérée avec F' C I sous espace satisfaisant I = L,

(h)

h) Dans la question (g), quelle doit étre la signature de la forme quadratique ¢ associée a ¢ ?



