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Examen - Géométrie. Durée 2h00.

Remarque : soignez votre rédaction et vos dessins. La présentation sera prise en compte dans la
correction.

EXERCICE 1. (Question de cours).

Enoncer précisément le théoréme de I'angle inscrit avee sa réciproque.
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EXERCICE 2. (Similitudes).
On considére un plan affine euclidien orienté, rapporté au plan complexe C.
Soit ABC' un triangle non aplati orienté dans le sens direct (autrement dit,
I'angle de vecteurs (/-‘@, zﬁ) admet une mesure en radian dans |0, ().
On note A’, B' et C' les milieux respectifs de [BC], (CA] et [AB].
On construit les triangles (directement orientés) APB, BQC et CRA isocéles
rectangles en P, () et R respectivement. On note :

— 57 la similitude directe de centre A qui envoie C sur R,

— &3 la similitude directe de centre B qui envoie ¢} sur C.

On note aussi a, b, ¢ les affixes respectives de 4, B,C; o’,V/, ¢ les affixes res-
pectives de A’, B, C"; p, g, r les affixes respectives de P, @, R. P

1. On montre dans cette question que (QA), (RB) et (PC) sont concourantes.

(a) Préciser le rapport et la mesure de I'angle en radian de s; et de sp. Déterminer s;(P) et s3(C") .

(b) En déduire le centre, le rapport et la mesure de ’angle de s1 o s3. Quelle est la nature de cette similitude ?
(c) Déterminer;n/sl o0 52(Q). Déduire de la question 1(c) la nature du triangle QRC".

(d

)
(e) Un raisonnement analogue montre également que (PC) et (R) sont perpendiculaires de méme que (QA)
ct (RP). En déduire que les trois droites (QA), (RB) et (PC) sont concourantes en un point H que vous
préciserez.

2. Isobarycentres de ABC, A'B'C" et PQR.

(a) Exprimer a’, v, ¢ en fonction de a, b, c.

En utilisant & nouveau 1(c), déterminer s; o s3(P). En déduire que (RB) et (PQ) sont perpendiculaires.

(b) Démontrer que

(1—i)a+ %(1 +1i)e

(l—i)b-i—%(l-i-i)a

— b = N =

gi= 5(1 —i)c+%(1+i)b

(¢) En déduire que ABC, A'B'C’ et PQR ont méme isobarycentre.

* * Kk
EXERrcICE 3. Utilisation des barycentres)
Soit P un plan affine, de direction vectorielle P .

1. Soient P, @, R trois points non alignés du plan. Soit .5 = Bar ( J;: ? }12

). Déterminer les valeurs des coeffi-
cients p et ¢ pour que PQRS soit un parallélogramme.

2. Soit ABC'D un quadrilatére quelconque. Soient I, .J, K et L les milicux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Montrer que I.JK L est un parallélogramme.
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EXErcICE 4. (Similitudes indirectes : transformations d’écriture complexe z + az + b)
On sc place dans un plan affine cuclidien P rapporté au plan complexe C. Pour (a,b) € C* x C, on appelle similitude
indirecte I'application I : P — P qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe f(z) = az + b.

1.

=

Vérifier que /' est une bijection et que sa réciproque I'7! est encore une similitude indirecte dont on donnera

I'écriture complexe.

2. Calculer f o f(z). En déduire la nature de la transformation F o F en fonction des valeurs de a et b.

. On suppose que |a| = 1 et que ab+ b = 0. On pose w = -g- et a = e avec 8 € R.

[}

(a) Vérifier que le point © d’affixe w est fixe par I". Exprimer f(z) en fouction de z, €%, w et @.

(b) Montrer que I'ensemble des points fixes de I est la droite Dy passant par le point € de vecteur directeur @
d’affixe ei%.

(c) Montrer que pour tout point M de 22 ~ Dy, la droite Dy est la médiatrice de [M F(M)]. En déduire que
F est une réflexion (appelée aussi symétrie orthogonale).

. On suppose que |a| = 1 et ab+ b # 0. On pog€a = e et on consideére 7 le vecteur d’affixe u = %(GB +b).

(a) En utilisant 2., montrer que F ne peut pas avoir de point fixe.
(b) Vérifier que 2argu = arga [27].

(c) On note T la translation de vecteur @ et S =T~ o F. Montrer que S est une réflexion dont ’axe est dirigé
par @ (utiliser la question 3 et 4(b)).

(d) En déduire que F' est la composée commutative ' = SoT = T o 5 d’une réflexion et d’une translation,
le vecteur de translation étant un vecteur directeur de l’axe de la symétrie.

3. On suppose que |a| # 1.

(a) En utilisant 2., montrer que F a un unique point fixe et exprimer son affixe w en fonction de a et b.
(b) Exprimer f(z) en fonction de z, de |a| de w et de @.

(c) Soient H I'’homothétie de centre w et de rapport |a| et S = H™1' o F. Montrer que S est une symétrie
orthogonale dont vous préciserez axe (utiliser la question 3).

(d) En déduire que F est la composée commutative ' = So H = H o S d’une symétrie orthogonale et d'une
homothétie, le centre de 'homothétie se trouvant sur 'axe de la symétrie.
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