Etude des oscillations d’un culbuto

sur une idée de G. Bureau et J. Pianezze (Etudiants de L3-Mécanique, 2006-2007)

L’cspace cst rapporté a un repére orthonormé direet R = (O, 21, @, 3) suppost galiléen, ot le
vecteur 23 est vertical ascendant. On suppose I'existence d’un champ de pesanteur noté —gas.

Le systéme étudié, appelé S, est un culbuto (Iig. 1) modélisé comme étant un systéme par-
faitement rigide formé par 'assemblage d’un céne de hauteur L & base circulaire s, de rayon r et
d’une demi-sphére de rayon r dont on note s, la surface de base. Dans cet assemblage, les surfaces
se et sp ne constituent qu’une seule et méme surface, notée s.

Le repére lié au solide, orthonormé direct, est noté R, = = (0,1, J,K) o O, est le centre
géométrique de la surface s et K _est le vecteur qui oriente I’axe de rotation propre. On note b,
la base de Rs. Les vecteurs I et J sont dans le plan qui contient la surface s. La pointe du céne
est désignée par le point A, telle que 67374 — LK. On note B le sommet de la demi-sphére tel que

— -
0,B=-rK.

Le systéme est supposé homogéne constitué d'un matérian dont p désigne la masse volumique.
La masse totale de S est notée m, G est son centre de masse et on pose O,G' = dK. On montre :

d= "%132’") On donne la matrice d'inertie de S au point G, dans b, :
M 0 0
[Jo(S)*={0 M 0
0 0 N
avec .

m= pri (L + 27)

Iyx = p'n'r (6L3 +2Lr? + 16?“3)

M = IXX —md? = m‘%m(lQL“ + 48L37 + 30L%r? + 12Lr? + 6473 L + 247r% 4 83r%)
N = 25 (3L + 16R)

Le culbuto est posé (la demi-sphére vers le bas) sur le plan (O,xi,2) sur lequel il cat libre

de rouler sans glisser. On note I le point de contact géométrique entre S et le plan et Of o=
z(t)Z1 + y(t)a5. On note I, le point matériel de S au lieu du contact. On utilise les angles d’ Euler
usuels 9, 0 et o (Fig. 2, Formulaire) pour mettre en coincidence les repéres I2; et I, pour lesquels
les valeurs ¢ = 0, @ = 0 et ¢ = 0 confondent I, et R.

Dans l'exercice, les calculs seront faits avec les grandeurs d, m et la forme de [Ja(8)]* en
fonction de M et N, sans utiliser les formes explicites de ces coefficients en fonction de p, L et 7.

1 Cinématique (le repére R; sera utilisé comme repére de
projection)

1) En utilisant le fait que S roule sans glisser sur le plan (O,z1,23), donner les éléments de
réduction du torseur cinématique de S par rapport & Ren I et G.

2) Calculer I'accélération de G par rapport a K.




2 Cinétique (le repére R, sera utilisé comme repére de pro-
jection)

1) Donner les ¢éléments de réduction du torseur cinélique de S par rapport & R en G.
]
2) Donner les ¢léments de réduction du torseur dynamique de S par rapport & R en G.

3) Calculer I'énergie cinétique de S par rapport a R.

3 Dynamique (le repére Rj sera utilisé comme repére de pro-
jection)

1) Faire le bilan des sollicitations mises en jeu et donner le torseur qui modélise chacune d’elle,
ainsi que sa puissance développée dans le mouvement de S par rapport 4 R et éventuellement le
potentiel dont elle dérive.

2) Ecrire les équations que 'on peut déduire du Principe Fondamental de la Dynamique appliqué

as.

3) Montrer que si I’on suppose connues les fonctions (t), 0(t) et ¢(t), alors, on connait, au
cours du temps, 'ensemble des torseurs d’effort auxquels est soumis le systéme.

—— —3 —}

4) On a: 00 = zo,_(t)71 + Yo, (t)22 + 2o, (t)z3 = O + 10, = z(t)z] + y(t)23 + ra;5. Ainsi, a
tout instant : zo, (t) = z(t), yo, () = y(t) et zo,(t) = r. On suppose que le mouvement du systéme
est ici obtenu & partir des conditions initiales (3 ¢ = ¢ = 0) suivantes :

— pour les angles d'Euler,

- ¥(to) = o = 0,%(to) = 1o = 0;
. B(to) = B # 0,0(to) = fo # 0;
. p(ta) = @0 = 0,¢(to) = o = 0.

— pour les paramétres de translation,

. To,(to) = g ;
. yo,(t) = vo;
. 2o, (tg) =

On montre alors que dans ce cas : ¥(t) = 0, p(t) = 0. Montrer qu’alors, I’équation différentielle
qui gouverne ’angle & est :

9(;1)(73 + d? + 2rdcosO(t) + %) — ég(t)rd sinfl — gdsinf(t) =0

5) Montrer qu’on peut obtenir alors une équation de la forme :
() f(0(1)) = F(6(1)) + K

ol :

- f(0) =72+ d*+ 2rdcosf + £ ;
- f(8) > 0 quel que soit le signe de d;
- F(0) = —2gdcosf;

- K est une constante.
6) Retrouvez cette équation en appliquant le Théoréme de I’Energie Cinétique.
7) Trouver les positions d’équilibre et discuter leur stabilité.

8) Donner 'expression de zo, (t), yo, (t) et zo, (t) en fonction des conditions initiales et de 0(t).




4  Formulaire : rappels sur les angles d’Euler

A partir du repére R = (O, %1, 75, £3), on définit les repéres suivants :

12 — — — “ . . S
~ R' = (Os, @1, %5, 33) cst obtenu a partir de R par une translation de vecteur QO ;

- R, = (05,4, 7, 73) est;g}gl;:enu a partir de R’ par une rotation d’axe (O,,x3) et d’angle o
Ainsi : ¢ = (21, %) = (£3,7) ct :

Pl = cos Y — sin P

U = —sinz; + cospzs 23 = sin Y + cos Pv

{ U = cos Y] + sin s {

& Rb = (Os,ﬁ, »',

Ainsi : 0 = (z;

=i

|

) est obtenu & partir de R, par une rotation d’axe (O, ) et d’angle 6.

) = (¥,W) et :

2,

=i
=
e

v = cosfw —sinfK

W = cos 07 + sin 013
T3 = sin 610 + cos 0K

K = —sin 0% + cos 3

—

- R, = (Os,f,f,K) est obtenu a partir de R, par une rotation d’axe (OS,I?) et d’angle ¢,
Ainsi : o = (@, 1) = (&, J) et :

T = cos it + sin @i i = cospl — sinpJ
J W = sin @l + cospJ

= — sin il + cos pw

—
D\u
o

F1G. 2 — Les angles d’Euler classiques.




