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Question de cours 1. Soient ((E;,d;))i<i<n une famille finie d’espaces métriques et £ =
[TX, BEi = By x -+ x E,. On note 1,02,00 : £ X E — R, les applications définies par, pour
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On admet 'inégalité

pour tous ai,...,an,b1,...,bn € R, et on admet que d; et d sont des métriques sur K.
(1) Montrer que dy est une métrique sur F.

(2) Montrer que les trois métriques d1, d2 et do sont équivalentes.

Question de cours 2. Soient X un ensemble non vide et (E,dg) un espace métrique.
(1) Donner la définition d’application bornée de X dans F.

On note F,(X, E) 'ensemble des applications bornées de X dans E.
(2) Soit §: Fp(X, E) x Fp(X, E) — Ry Papplication définie par

(f,9) = sup{de(f(x),9(z)) |z € X}.

Montrer que § est bien définie et est une métrique sur F(X, E).

(3) Montrer que, si (E,dg) est complet, alors F,(X, F) muni de la métrique d est complet.

Exercice 1. Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques, p: Ex F — E, (z,y) = =, la
projection sur la premiere coordonnée, f : FE — F' une application, et I' = {(z, f(z)) | z € E} C
E x F le graphe de f. On suppose que E x I est muni de la distance produit de.

(1) Montrer que f est continue si et seulement si p|r : I' = E est un homéomorphisme.

(2) On suppose que (F,dr) est compact. Montrer que, si T est fermé dans E x I, alors f est
continue.

(3) On suppose que B = F =R et f: R — R est définie par f(z) = lsiz#£0et f(0)=0.

T
Montrer que I' est fermé dans F x F' et que f n'est pas continue.



Exercice 2. Soient ([, d) un espace métrique et (a,)nen une suite de Cauchy dans FE.
(1) Montrer que, pour tout z € £, la suite (d(an, =))nen a une limite que 'on note f(z).

(2) Montrer que P’application f: E — R est continue.

(3) Caleuler inl,¢p f(z). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a, )nen
pour que cette borne soit atteinte.

(4) Montrer que, si (F,d) n’est pas complet, alors il existe une application continue ¢ : £ — R
qui n’est pas bornée.



