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Math3A : analyse — L2 S&T

Exercice 1 : Nature de suites

Soit # € R%. Les suivantes sont définies pour n € N* (vous pourrez les noter
(U )nen- ) Pour chacune de ces suites, déterminer si elle admet (ou pas) une limite,
et lorsqu’elle existe, trouvez cette limite.

. sin(n) —n .

) ——— i)

5 m i) m? (ln (1 + %) - i) sin (n%)

xT

Exercice 2 : Croissance d’une limite de fonctions croissantes
Pour chaque n € N, on désigne par f, une fonction réelle f, : R — R. De plus,
on désigne par ¢ une autre fonction réelle : g : R — R.

1. Dans cette premiére question, on suppose que les hypothéses

{Chacune des fonctions f, est croissante. (1)

La suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers g, (ii)

sont toutes les deux satisfaites, et on va montrer que dans ce cas la fonction g
est elle méme croissante :

(a) Exprimer a I'aide de quantificateurs la condition (i).
(b) De méme, exprimer la condition (ii) a 'aide de quantificateurs.
(c) En utilisant ces deux conditions (i) et (ii), montrez que
VreR, Vye€lr;+oof, Ve>0, g(x)—gly)<e
Indication : pour un n bien choisi, on pow‘?‘a uttliser U'égalité

g9(z) — g(y) = (g(z) — ful2)) + (falz) = fu(y)) + (fu(¥) — 9(¥)).

(d) En déduire que la fonction g est crmssant.c.

) R—R : ) _
2. Silon pose f, : i existe-t-il une fonction g telle que (f,) converge
H =, S
n+1
simplement vers g7 Qu est-ce que la question 1 permet de conclure sur cette

fonction g7

3. On conserve les notations précédentes (pour chaque n € N, f,, désigne une fonc-
tion réelle f,, : R — R; de plus g désigne aussi une fonction réelle g : R — R),
et on cherche d’autres résultats similaires a celui montré en question 1. Pour
chaque affirmation ci-dessous, on vous demande de fournir soit une preuve de
I'affirmation (si elle est correcte) soit un contre exemple (si elle est fausse) :

(a) L’énoncé ci-dessous est-il correct ?

Gl e Vot o (fa)nen converge simplement vers g
) g est croissante

sont satisfaites, alors chacune des fonctions f, est croissante.

(b) L’énoncé ci-dessous est-il correct 7

; : chaque fonction f,, est strictement croissante
Si les deux hypothéses .
(fr)nen converge simplement vers g

sont satisfaites, alors g est strictement croissante.
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Exercice 3 : Convergence uniforme

Un-e étudiant-e a répondu a I’énoncé suivant :
Pour chacune des suites de fonctions (f,), oy~ ci-dessous, indiquer s’il existe une
fonction g telle que (f,) converge simplement vers g sur R, et déterminer si la
convergence est uniforme sur R.

i) fu:z— exp(z —n?) ii) fn x> exp(—nexp(nz) — exp(—nz))
I1/clle a écrit la réponse ci-dessous

L) lim exp(z —n3) = exp ( lim z — n"i) = exp(—oc) = 0, demc (f,) Lend vers

n—oo

I Jonction. malle (g eat b fonclion. mull).
ﬂ)ﬁ@ﬁubcﬁaqun%twm,@tﬁa&m@egabiwnbmuemm,

LL) G x> 0, alerws lim nexp(nz) = +oo el lim exp(—nz) =0
n—oc

n—o0

deme lim exp (—nexp (nx) — exp(—nz)) = 0.
n—o0
o conbraine, sl z < 0, alonw lim nexp(nz) =0 ek lim exp(—nz) =0
n—oo n—00
deme lim exp (—nexp (nz) — exp(—nz)) = exp(0) = 1.
n—oc

Done (fr)nent comsenge Amn/r\ﬂmmi vow o B{Wd;usm

0 siz>0
g:rw )
1 sinon.

Cette fonction g eak disconbimue (alons que les f, somt combimues)

1. Pour chacune des questions (i) ct ii)), la réponsc de I'¢tudiant-c cst-clle cor-
recte? Si ce n’est pas le cas indiquez clairement quels aspects de la réponse
sont insuffisants et/ou faux. (Si vous affirmez qu’une réponse est erronée, il
n'est pas nécessaire de trouver toutes les erreurs commises, il suffit de donner
au moins une bonne raison de considérer la réponse sur la limite simple (el/ou
sur la limite uniforme) comme insuffisante et/ou fausse.)

2. Pour chacune des questions (i) et ii)), si vous avez jugé que la réponse
I'¢tudiant-e n’était pas bonne (ou pas assez bonne), rééerivez-la complétement
en donnant une réponse correcte et satisfaisante a 1’énoncé auquel répondait
cet-te étudiant-e.

Exercice 4 : Séries entiéres

Déterminer le rayon de convergence R de chacune des séries entiéres Y a,z" ci-
dessous. Si R > 0, calculez aussi la somme de la série entiére a l'intérieur du disque
ouvert de convergence.

i 5 g ity ¥ nemmiaagn i) > exp(2000 + 25n)z"
neN neN neN
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