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Les calculatrices, téléphones portables, ete. sont interdits pendant Uépreuve.
On pourra admettre la réponse a une question afin de répondre auwr questions suivantes.

(L’cxamen est imprimdé au format recto-verso.)

Exercice 1 (Les questions en italique sont des questions de cours).
1. Soit I un espace vectoriel réel de dimension finie,
a) FEnoncer, sans démonstration, la loi d’inertie de Sylvester.
b) Soicat ¢ et ' dewr formes quadratiques sur E. Montrer qu'elles sont équivalentes st ef
seulement si sgn(q) = sgu(q’).

2. En notant x = (), x2, rq.0q) et 5 = (y1. y2. y3. i11). soit Papplication

o R'xR' 5 R, o(x,y) = E Lzl
e 2
a) Montrer que 2 est une application bilinéaire sur IR'. De plus, éerire la matrice associde a
o dans la base canonique.
1) Peut-on définir une forme quadratique g : IR* = R associée & o7
Si cest le cas, éerive ¢ et trouver sa signature. Sinon, justifier.
3. Soit I = R[X]3 nnmi de la base B = {1, .X, X2.XP
Trouver des sous-espaces vectoriels de dimension maximale ol la forme quadratique suivante
est positive, négative, définie positive et définie négative :
- f 2 oh 2 My 2
Gr) = 210)° = 7L~ — f(2)°s
Exercice 2. Soit E Uespace des séries numériques de carré sommable, muni du produit sealaire
0

(Z u,,lz Uy = Z i Wi pour tout Z ”“'Z v, € E.

n>l n=>1 n=1 n=l n>1
Soit I € I le sons-espace vectoriel engendré par o', uf®) u™ qui sont, respectivement. les séries dont
le n-cme terme est donné par
(1) . | =l (2 2 =12 (3) _
u), = ; : ) = . . ul? = —
(0 sinon 0 sinon

(3 est wne série géométrigue de raison 4.)

2 & - . . +
L. Montrer que B = {u'V, 0, '™} est une famille libre de F.

(Ainsi, o

2. Orthonormaliser la famille B par le procédé de Gram-Schmidt.
Exercice 3 (Les questions en italique sont des questions de conrs).

1. Enoncer cf démontrer le théoréme spectral réel. [Note : vous powrrez admettre, sans le
démontrer, que toute matrice symétrique réelle A/ admet uniquement des valeurs propres
réelles. et que pour chague valeur propre on peut tronver un vecteur propre réel associé a M.

2. Soit £ = My (IR) I'ensemble des matrices réelles de taille 2 x 2. On considere le produit scalaire

(-|-):ExE—= R, (A|B)=tr("AB),

ainsi que la base B de F donnée par

A (0 LR (00
PSS g g gt Sy g tRT L g T g 1)



a) Soit I'application linéaire ¢ : E — E, ¥(A) = A+ 'A. Ecrire la matrice M, de ¥ dans la
base B et en déduire que 1) est un endomorphisme symétrique.
b) Calculer les valeurs propres de My, et trouver pour chacune d’entre elles une base de
I’espace propre formée de vecteurs propres réels (écrits en terme de B).
¢) Peut-on appliquer le théoréme spectral réel & 'application linéaire ¢ : E — F définie par
Ylenr) = erz, Plerz) = ean, et P(ea) = Plear) =07
Exercice 4. Soit a € R et soit £ = R3 muni du produit scalaire standard. Soit f, "endomorphisme
de E dont la matrice en la base canonique est :

1 2 2 1@
M, = 3 -2 1 2a
-1 2 -2a

1. Montrer que f; et f_; sout orthogonaux.
2. Montrer que f_; est une rotation dont on précisera I'axe et 'angle.
3. Est-ce que f_ est diagonalisable sur R? Sur €7

4. Montrer que f) est une rotation-miroir dont on précisera 'axe et 'angle.



