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Notations. La mesure de Lebesgue sur R est notée A. La mesure de Lebesgue sur R? est notée Ao Pour alléger les
notations on notera indifféremment dz & la place de dA(x), et dxzdy a la place de dAs(z, ).

Le sujet est peut-étre un peu long. Le baréme sera adapté. Soignez la présentation et votre rédaction.
Vous rédigerez vos exercices sur deux copies séparées :

exercices 1 et 2 sur une copie, exercices 3 et 4 sur une autre.

Citez les théorémes du cours utilisés, en justifiant les hypothéses.

SXERCICE 1. Soit (X,.#) un espace mesurable. Soient p et v deux mesures sur (X,.#). On rappelle que v est
absolument continue par rapport a p si:

VAeut (u(A)=0) = (v(A)=D0).

1. On suppose dans cette question que v est une mesure de densité f par rapport a pu (noté v = fu).
(a) Rappeler la définition de « v est de densité f par rapport a p ».
(b) Montrer que v est absolument continue par rapport a p.

2. On suppose dans cette question que :
(¥) Ve>0 Tn>0 VAe# (uA)<n = wA)<e).

Montrer que ¥ est absolument continue par rapport a p.

3. On suppose dans cette question que (*) n’est pas satisfaite. En particulier, il existe € > 0 et une suite (A4,,),en
de ./ tels que pour chaque n € N, u(A,) < 5= et v(Ay) > e
On pose By = ;51 An et B = (.cn Bk (autrement dit B = limsup,, ¢y An).

(a) En justifiant au moyen de propriétés vues en cours :
i. donner une majoration de u(B}) pour tout k € N puis montrer que p(B) = 0;
ii. montrer que si v est une mesure finie alors ¥(B) > ¢.

(b) En déduire que la réciproque de la question 2 est vraie si v est une mesure finie.

4. On consideére X =|0,1], .# la tribu des boréliens de ]0, 1], i la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et v la mesure de
densité f: z— % par rapport a p.

(a) Calculer v([a,b]) pour 0 <a <b<1.
(b) Justifier que v n’est pas une mesure finie, mais qu’elle est o-finie.

(c) Donner un exemple d'une suite (A, )nen de 4 telle que pour chaque n € N, u(4,) < :21—,, et v(Ay) > L.

Hx%
EXERCICE 2. Pourn € N, soient f, la fonction définie pour tout z > 0 par f,(z) = ﬁ et I, = / fnlz)da.
Ttz olimersil
1. Expliciter la fonction f définie pour tout x > 0 par f(z) = ]il:] Fal),
n—roc

2. Prouver que pour tout n € N la fonction f, est intégrable sur |0, +oc[ et déterminer lim I,. Citer le théoréme
n—+oo

du cours utilisé.

Changez de copie!




sin(la)

Exercrer 3. Soit [ la fonction définie sur B < R opar [(r.1) =

¢ On pose F(1) = / J(z, 1) dr.

S0, +00]
1. Montrer que pour tout L € R, x+— [(x,f) est intégrable sur |0, +oo| et que £ — F7(¢) est continue sur .
2. Montrer que F' de classe C' sur R et calculer #7(t).

3. En déduire une expression simplifiée de F'(¢).
EXERCICE 4. Onmnote: T={(z,y) eR?:0<y<a<l}ct A= {(G]p) cR?:0<p<h< G Qtp}
1. Représenter 7" sur un premier graphique ct A sur un second.
2. Soit f: T — Ry définic par f(z.y) = l+u; pour (z,y) € 7. On pose : [ = /Tf(.r,y) da dy.
(a) Pourquoi f est-elle mesurable sur 7'7

7 5 -, P 1 1
(b) En utilisant un développement en série et un théoréme du cours, montrer que I = 3 Z —
i
3. On considere 'application H : A — R?, (8, ¢) — (x,y) = H(8, ) définie par :

x = sinf+cosftany
y = sinf —cosftangp

On admet que H(A) =T et que H est un difféomorphisme de A sur 7. Calculer le jacobien de H.

4. En utilisant le difféomorphisme I, calculer la valeur de I = / ] dz dy.
7 L=y
1
5. In déduire la valeur de ¢(2) = :
5. En déduire la valeur de ¢(2) Z 3
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