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Question de cours 1. Soit (£, d) un espace métrique.

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

Donner les définitions de partie ouverte et de partie fermée de E.
Montrer qu'une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de F.
Montrer qu’une réunion quelconque d’ouverts de I est un ouvert de E.

Montrer qu'une intersection quelconque d’ouverts de E n'est pas nécessairement un ouvert
de E.

Montrer qu'une intersection de fermés de E est un fermé de F.

Question de cours 2. Soient ((Ej, d;))1<i<n une famille finie d’espaces métriques et £ =
By x - % Ey.

(1)

(2)

Soient (F,dr) un espace métrique et f : F' — E une application. Pour tout i € {1,...,n}
onpose fy =mof:F — E;,onm : E— E;est la projection sur la i-eme composante.
Montrer que f est continue si et seulement si f; = m; 0o f : F' — Ej est continue pour tout
i€ {l;...,n}.

Soit (z(k))ken une suite dans E. Pour tout 7 € {1,...,n} on définit la suite (z;(k))ren
dans E; en posant x;(k) = m;(xz(k)). Soit a = (ai,...,a,) € E. Montrer que (z(k))ren
converge vers a si et seulement si pour tout ¢ € {1,...,n} lasuite (z;(k))ren converge vers
a;.

Question de cours 3.

(1)
(2)

Soient a,b € R avec a < b. Montrer que [a, b] est une partie compacte de R.

Montrer que R n’est pas compact.

Exercice 1. Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et V' un sous-espace vectoriel de £.

(1)
(2)
(3)

Démontrer que V' est un sous-cspace vectoriel de F.
Démontrer que, si V # @, alors V = FE.

Soit H un hyperplan de E, c’est-a-dire le noyau d’une forme linéaire. Montrer que H est
ou bien fermé, ou bien dense dans F.

Exercice 2. On considére les deux normes || ||z et || || sur E = R? définies par

”(I* y)”? =V &2 = y2 ] H("La y)“OO ol max(|'1:|, |y|) )

et on munit £ de la métrique d = ds induite par || [|2.



(1) Montrer que les deux normes || ||2 et || || sont équivalentes. En déduire que 'application
R? - R, u > ||u|oo, est uniformément continue.

Soit ¢ : R? — R? I'application définie par

(0’ O) siu= (0) D) ’
plu) = { lulles ) g5 4 # (0,0).

[leell2

(2) Démontrer que p est bijective en exhibant son inverse.

1

(3) Démontrer que ¢ et =" sont continues en (0, 0).

(4) On admet que ¢ et ¢~! sont continues en tout point de R? \ {(0,0)}. Démontrer que la
partie A = {u € R? | ||u||eo < 1} de R?, munie de la métrique induite, est homéomorphe &

la boule unité B(0,1) = {u € R? | |lulz < 1}.

Exercice 3.
(1) Soit d la distance sur R définie par d(z,y) = |z* — 33|. Démontrer que (R, d) est complet.
(2) Soit d la distance sur R définie par d(z,y) = |e® — e¥|. Démontrer que (R,d) n’est pas
complet.



