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Question de cours 1. Rappelons que, si (F,d) est un espace métrique, alors on note U(F, d)
I'ensemble des ouverts de E et F(F,d) 'ensemble de ses fermés. Soient (E,dg) et (F,dp) deux
espaces métriques et f : £ — F une application. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes.

(a) L’application f est continue sur E.
(b) Pour tout V € U(F,dr), f~Y(V) € U(E,dE).
(c) Pour tout B € F(F,dp), f~1(B) € F(E,dg).

Question de cours 2.
(1) Donner la définition de application contractante.

(2) Soient (E,d) un espace métrique et f : £ — F une application contractante. Montrer que
f admet au plus un point fixe.

(3) Soient (F,d) un espace métrique complet et f : £ — E une application contractante.
Soient zg € E quelconque. Pour n € N on définit z,, € F par récurrence en posant
Tnt1 = f(zn). Montrer que (z)nen est une suite de Cauchy et que Jing.o z, est un point
fixe de f.

Question de cours 3. Soit (E,d) un espace métrique. On admet que les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) E est un espace compact.
(ii) Toute suite de £ a une sous-suite extraite convergente.

(1) Montrer qu'un produit fini d’espaces métriques compacts muni de la distance produit est
un espace compact.

(2) Soit n € N*. Montrer qu’un partie de R™ est compacte si et seulement si elle est fermée et
bornée.
Exercice 1. Soit E = RN I'espace des applications de N dans R. Pour tous f,g € F on pose

;Tmin(ig(k) = f(K)],1).
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(1) On admet que d est bien définie, c’est-a-dire que d(f,g) < oc pour tous f,g € E. On
admet aussi que d(f,g) = 0 si et seulement si f = g, et que d(f,g9) = d(g, f) pour tous
f,9 € E. Démontrer que d est une métrique sur £.

(2) Démontrer que E est borné pour cette métrique.



Existe-1-il une norme || || sur E telle que, pour tous f,g € E, d(f,g) = |lg — f|| 7 Justifier
votre réponsc.

Soient f,g € E et K € N. Démontrer que, si pour tout k € [0, K] on a |g(k) — f(k)] < 27K,
alors d(f,g) <3.27K%,

Soient f,g € E et K € N. Démontrer que, si d(f,g) < 272K alors pour tout k € [0, K] on
alg(k) - f(k)] < 27K,

Soient (fn)nen une suite dans F et f € E. Démontrer que (f,)nen converge vers f dans
E si et seulement si pour tout & € N la suite (f,(k))nen converge vers f(k) dans R.
Démontrer que (E,d) est complet.

Soit T I'application de E dans E définie par T'(f)(n) = f(n + 1). Démontrer que T est
lipschitzienne pour la distance d.

Démontrer que (F,d) n’est pas compact.

Exercice 2. Soit (F,d) un espace métrique borné. Rappelons que, si A C E, alors le diamétre
de A est défini par

diam(A) = sup{d(z,y) | z,y € A}.

Par convention le diameétre de 'ensemble vide est 0. Soit A C E. Parmi les assertions suivantes,
démontrer celles qui sont toujours vraies et donner un contre-exemple aux autres.

(a)
(b)

diam(A) = diam(A),
diam(A) = diam(A).



